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摘 要 


本 书 是 在 M 为 完全 分 配 格 的 情况 下 , 对 已 有 的 M- 模糊 化 拟 阵 
理论 进行 归纳 及 深入 的 研究 , 研究 了 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 一 些 基本 
概念 和 性 质 , 如 ，M- 模糊 化 基 集 族 , M- 模糊 化 图 集 族 , M- 模糊 化 秩 
函数 ，M- 模糊 化 闭 包 算 子 (AMAT), M- 模糊 化 闭 集 族 ( 开 集 族 ). 
试图 建立 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 框架 结构 . 

本 书 共 分 五 章 . 

第 一 章 为 绪论 ， 对 所 研究 问题 的 背景 知识 加 以 介绍 , 并 概述 了 
M- 模糊 化 拟 阵 的 发 展 进程 , 总 结 了 本 文 的 主要 工作 , 展望 了 所 研究 
课题 的 进一步 发 展 方向 . 同时 列 出 了 本 文 所 需要 的 主要 概念 和 结论 . 

第 二 章 为 M- 模糊 化 拟 阵 及 M- 模糊 化 秩 函 数 . 我 们 指出 了 一 
个 M- 模糊 化 拟 阵 可 以 借助 于 它 的 几 种 水 平 截 拟 阵 族 来 刻画 ， 研 究 
了 模糊 化 秩 函 数 的 一 些 性 质 , 证 明了 任意 子 集 在 M- 模糊 化 拟 阵 的 
截 拟 阵 中 的 秩 函 数 就 是 其 在 M- 模糊 化 秩 函 数 下 像 的 截 集 . 

第 三 章 为 M- 模糊 化 相关 集 族 . 给 出 了 M- 模糊 化 相关 集 族 的 
概念 , 证 明了 M- 模糊 化 相关 集 族 和 M- 模糊 化 独立 集 族 可 以 相互 诱 
导 . 最 后 给 出 了 一 些 M 模糊 化 拟 阵 的 实例 . 

第 四 章 为 M- 模糊 化 闭 包 算 子 、M- 模糊 化 闭 集 族 、M- 模糊 化 
内 部 算 子 和 M- 模糊 化 开 集 族 . 通过 M- 模糊 化 拟 阵 的 四 类 截 拟 阵 
分 别 引 入 四 类 M- 模糊 化 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 , 研究 了 各 种 
M- 模糊 化 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 
阵 的 相互 诱导 关系 . 证 明了 它们 和 M- 模糊 化 拟 阵 之 间 是 一 一 对 应 
的 . 在 此 基础 上 引入 了 M- 模糊 化 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 的 对 
偶 概 念 一 M- 模糊 化 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 开 集 族 , 同样 地 研究 了 
它们 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 和 一 一 对 应 关系 . 

第 五 章 为 M- 模糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 圈 集 族 . 我 们 将 拟 阵 
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理论 中 的 基 和 图 概念 推广 到 M- 模糊 化 拟 阵 理论 中 , 分 别 定义 了 四 类 
M- 模糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 圈 集 族 , 除 讨论 了 它们 的 性 质 外 ， 还 
研究 了 它们 和 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 . 证 明了 它们 和 M- 模 
糊 化 拟 阵 之 间 是 一 一 对 应 的 . 
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序 


H 1965 年 L.A. Zadeh 创立 了 模糊 集 [90] 以 来 ， 模 糊 数学 以 不 
可 想象 的 速度 高 速 地 发 展 ， 目 前 它 已 经 成 为 许多 理论 及 应 用 学 科 的 
基础 工具 . 在 理论 方面 , 以 模糊 集 理论 为 基础 的 模糊 代数 、 模 糊 分 析 ， 
模糊 拓扑 、 模 糊 测度 、 模 糊 逻 辑 、 模 糊 图 等 学 科 已 经 形成 . 在 应 用 方 
面 , 模糊 聚 类 分 析 、 模 糊 模 式 识别 、 模 糊 综合 评判 、 模糊 决策 和 预测 、 
模糊 规划 、 模 糊 控 制 、 模 糊 信 息 处 理 等 理论 和 方法 已 在 工农 业 、 医 
SÉ. EGRE. 计算机 科学 、 信息 科 学 、 系 统 科学 、 工 程 技 术 等 多 个 领域 
中 发 挥 着 重要 作用 , 并 获得 了 巨大 的 经 济 效益 . 

作为 矩阵 和 图 的 推广 , 拟 阵 理论 已 经 被 广泛 的 应 用 到 组 合 优化 、 
整数 规划 、 计 算 机 、 网 络 流 、 信 息 安全 等 多 个 应 用 领域 . 但 是 拟 阵 模 
糊 化 的 理论 研究 相对 于 其 它 模糊 数学 分 支 来 说 还 不 够 成 熟 . 

最 近 ， 史 福 贵 教授 建立 了 M- 模糊 化 拟 阵 理论 , 这 里 M 是 一 个 
完全 分 配 格 . 本 书 的 目的 就 是 对 这 种 模糊 化 拟 阵 理论 做 一 个 初步 的 
介绍 , 许多 结果 都 是 作者 和 史 教 授 新 近 得 到 而 尚未 发 表 的 . 

本 书 内 容 共 分 五 章 . 

第 一 章 为 绪论 和 预备 知识 . 

在 第 二 章 中 ,指出 了 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 可 以 借助 于 它 的 几 种 
水 平 截 拟 阵 族 来 刻画 ,讨论 了 模糊 化 拟 阵 秩 函 数 的 一 些 性 质 . 

在 第 三 章 中 , 引入 了 M- 模糊 化 相关 集 族 的 概念 , 并 证 明了 M- 
模糊 化 相关 集 族 和 M- 模糊 化 独立 集 族 可 以 相互 诱导 . 

在 第 四 章 中 , 通过 M- 模糊 化 拟 阵 的 四 类 截 拟 阵 分 别 引入 四 类 
M- 模糊 化 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 , 研究 了 各 种 M- 模糊 化 闭 
包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱 
FAR. 对 偶 地 ， 也 引入 了 M- 模糊 化 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 开 集 
lk, 同样 研究 了 它们 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 . 
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在 第 五 章 中 , 将 拟 阵 理论 中 的 基 和 图 概念 推广 到 M- 模糊 化 拟 
阵 理论 中 , 分 别 定义 了 四 类 M- 模糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 图 和 集 族 ， 
除 讨论 了 它们 的 性 质 外 ， 还 研究 了 它们 和 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱 
导 关 系 . 

此 书 第 二 章 是 M- 模糊 化 拟 阵 的 基础 核心 部 分 ,这些 内 容 是 史 
教授 在 其 文章 《A new approach to the fuzzification of matroids》 中 首 
次 提出 的 . 也 正 是 这 篇 文章 葛 定 了 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 研究 基础 . 
本 书 的 其 他 部 分 是 作者 在 攻读 博士 期 间 与 导师 史 福 贵 教授 合作 完成 
的 ,这 些 结果 来 自 于 王 岚 的 博士 论文 . 本 书 中 的 每 一 章 , 每 一 节 的 选 
题 均 来自 于 史 教 授 ， 每 一 个 定义 确定 ， 每 一 个 定理 的 证 明 均 得 到 了 
史 教 授 的 指导 和 帮助 ， 书 中 的 许多 问题 的 攻坚 工作 也 都 是 由 史 教 授 
完成 的 . 所 以 作者 在 此 要 特别 的 感谢 我 的 老师 史 福 贵 教授 多 年 来 的 培 
养 和 无 私 的 帮助 . 正 是 史 教 授 辛 勤 的 努力 和 无 私 的 奉献 才 使 得 此 书 
得 以 出 版 . 在 此 , 衷心 地 向 我 的 导师 史 福 贵 教 授 致 以 最 诚挚 的 谢意 ! 

本 书 的 出 版 曾 得 到 国家 自然 科学 基金 (10971242)、 牡 丹 江 师 范 
学 院 学 科 建 设 专项 经 费 的 资助 ， 同 时 还 得 到 了 牡丹 江 师 范 学 院 博士 
科研 启动 基金 (MSB200903) 和 青年 学 术 骨 干 基金 (G200904) 的 支 
TR 牡丹 江 师 范 学 院 付 军 龙 教授 、 张 金 学 教授 、 杨 春 文教 授 、 梁 中 贤 
教授 、 张 瑛 教授 、 邓 展 光 教授 、 韩 卫 平 研究 员 等 同志 对 本 书 的 编写 和 
出 版 给 予 了 关心 和 帮助 , 在 此 作者 表示 衷心 的 感谢 ， 

作者 在 攻读 博士 学 位 期 间 曾 与 姚 卫 、 SEHR. RE. 李渔 祥 、 信 
秀 、 黄 春 娥 、 周 采 丽 及 韩 杰 等 博士 在 学 术 上 有 过 诸多 讨论 和 交流 , 得 
到 了 很 多 启迪 与 帮助 . 在 此 一 并 表示 感谢 ! 

另外 感谢 我 的 父母 、 爱人, 一 直 以 来 对 我 的 关心 、 支 持 和 无 私 奉 
BA, 他 们 是 我 安心 从 事 科 研 工作 的 坚强 后 盾 . 更 要 感谢 我 的 爱 子 , 他 
对 我 的 信任 与 依靠 是 我 前 进 的 无 穷 动力 . 

最 后 , 向 所 有 关心 和 帮助 过 我 的 老师 、 同 事 、 家 人 与 朋友 致 以 诚 
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垫 的 谢意 ! 
由 于 作者 学 识 有 限 ， 加 之 时 间 紧 迫 ， 书 中 难免 存在 错误 及 不 足 
之 处 , 望 读 者 提出 批评 指正 . 
作者 王 岗 于 牡丹 江 师 范 学 院 
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拟 阵 (Matriod) 理论 是 一 门 新 发 展 起 来 的 数学 分 支 . Whitney 
于 1935 年 在 “关于 线性 相关 的 抽象 性 质 ” 一 文中 第 一 次 提出 
了 拟 阵 的 概念 , 并 令 述 了 拟 阵 的 公理 系统 . 1942 4F, Rado 提 
出 了 有 关 拟 阵 的 一 些 定 理 . Birkhof、Maclane 和 Dilworth 等 人 
研究 了 拟 阵 集合 方面 的 问题 以 及 拟 阵 与 格 的 关系 等 等 . 20 世 
纪 60 年 代 ，Tutte Ace" 关于 拟 阵 的 演讲 " 一 文 后 , 拟 阵 理论 
得 到 了 迅速 发 展 . 特别 是 Edmonds 和 Minty 等 人 把 图 论 的 算 
法 推广 到 拟 阵 ， 使 拟 阵 在 组 合 优化 、 整 数 规划 、 网 络 流 及 电 
网 络 理论 中 有 了 广泛 应 用 . Welsh 研究 了 拟 阵 的 结构 ， 并 于 
1976 年 撰写 了 关于 拟 阵 理论 的 专著 《Matroid Theory》. 

拟 阵 的 一 个 重要 应 用 就 是 在 组 合 最 优化 中 . 其 背景 如 下 ， 
设 瑟 是 一 个 非 空 有 限 集合 , I 是 的 满足 性 质 1601. 


(ËB €I, HAC B, 则 A eI; 
(2)47A,B € I, H\A| < 1B|, 则 存在 一 个 元 ee B — 4 使 得 4UeeI 
的 非 空子 集 族 , 则 序 对 (E, 7) 就 构成 一 个 拟 阵 M. 令 一 个 映 


Rw: E > Rt 是 一 个 权 函 数 , 扩张 其 为 w : 27 5 Rt 使 得 
VA € 2°, 有 w(4) = D vle). 我 们 需要 找 I 的 一 个 元 素 ho 使 得 


EA 


w(Ao) = max(w(A) : A € I), 这 就 是 最 大 权 独 立 集 问 题 . 这 个 问 
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题 的 有 效 解决 方法 就 是 所 谓 的 greedy 算法 , 其 过 程 如 下 41， 
步骤 1 对 E(M) 中 的 元 素 重新 标号 , 使 得 


E(M) = fei, ex ttt Em}, 
并 且 这 些 元 素 满足 条 件 : 
w(e1) > w(e2) > --- > w(en) 2 0 > w(enr+1) > ++: > w(em). 


步骤 2 将 输出 量 Ao 的 初始 值 设置 为 0. 

步 又 3 对 i=1 到 hh 逐一 验证 , 若 AoUe:€ 7, 则 把 ho RM 
Ao Ue;. 则 最 后 的 输出 量 ho 就 是 我 们 想 要 的 具有 最 大 权 的 独 
LR, 也 就 是 找到 具有 条 件 w(4o) = max{w(4) : A € I) 的 最 大 
独立 集 . 

在 实际 问题 中 , 权 函 数 wo: E 一 Rt 的 值 未 必 是 一 个 具体 
的 已 知 的 实数 , 它 的 值 可 能 是 不 确定 的 , 也 许 我 们 只 能 确定 它 
在 某 个 区 间 范 围 内 , 甚至 它 仅 是 一 个 模糊 区 间或 者 模糊 数 . 

考虑 到 模糊 集合 的 更 一 般 情况 ,关于 权 函 数 的 形式 可 分 
为 下 面 四 种 情况 ， 

(1) w: 2” 一 Rt; 

(2) w : 2P — R*((0, 1)); 

(3) w : [0,1]2 一 R+; 

(4) w : (0, 1)? — R*((0, 1]). 

显然 (1) 是 (2) 和 (3) 的 特殊 情形 , mi (2) 和 (3) 又 是 
(4) 的 特殊 情形 . 对 于 情形 (4), 为 了 解决 上 述 权 函 数 对 应 的 
最 优化 问题 ， 普 通 拟 阵 就 有 其 局 限 性 了 . 那么 我 们 需要 的 系 
统 应 该 是 怎样 的 一 种 结构 呢 ? 

1988 年 ,以 情形 (3) ABE, R. Goetschel 和 W. Voxman 等 
引入 了 拟 阵 的 一 种 模糊 化 处 理 方 法 , 他 们 的 处 理 方法 使 用 的 
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是 模糊 集 支承 集 的 势 , 它 是 一 个 分 明 数 . 随后 又 提出 了 模糊 
拟 阵 的 基 、 模 糊 轿 、 模 糊 秩 函数 、 并 研究 了 模糊 greedy 算法 
[31, 32, 33, 34, 35, 37]. 其 模糊 拟 阵 的 定义 如 下 

定义 30 设 瑟 是 一 个 非 空 有 限 集合 , TERA E EKMA 
模糊 集 族 的 一 个 非 空 子 集 , T 被 叫做 一 个 模糊 独立 集 族 , 如 果 
它 满足 下 面 两 个 条 件 : 

(1) MmBRveT, Hu<v, RA per. 

(2) 如 果 v, n € T. H [suppu| < |suppy|, 那么 存在 Te 了 使 得 

(a)u«TXuVWVw 

(b) m(r) > min(m(u), m(v)). 

adi T 是 集合 上 的 一 个 模糊 独立 集 族 时 , 则 称 这 个 偶 对 

= (E, T) 是 一 个 模糊 拟 阵 . 

Os 续 叙 述 方便 我 们 也 称 其 为 Goetschel-Voxman 模糊 拟 
阵 . 

如 此 定义 的 Goetschel-Voxman 模糊 拟 阵 的 模糊 独立 集 族 的 
每 个 元 素 的 7 水 平 截 集 的 全 体 五 = {C,(u) : n € T, n e (0, 1} GX 
里 Cr = (e € E : ple) > ry) 构成 一 个 拟 阵 的 独立 集 族 , 称 
(E, T,) 为 Goetschel- Voxman 模糊 拟 阵 的 水 平 拟 阵 . 

在 Goetschel-Voxman 模糊 拟 阵 中 没有 考虑 模糊 集 本 身 的 
模糊 势 , 从 这 一 点 来 看 , 其 结论 并 不 理想 . 在 模糊 代数 中 , 一 
个 模糊 化 代数 结构 的 水 平 应 该 是 相应 的 分 明代 数 结构 , 这 是 
被 人 们 广泛 接受 的 一 个 共识 ， 正 是 基于 这 种 思想 ，Novak 在 
X [58] 中 定义 一 个 模糊 集 系 统 (E, 2D) 是 模糊 拟 拟 阵 (fuzzy pre- 
matroid), 当 且 仅 当 它 的 每 个 水 平 集 系统 (E,I.)(r € (0,1]) 都 是 
分 明 拟 阵 . 

基于 权 函 数 为 (2) 的 情形 , 我 国学 者 史 福 贵 教授 在 文 [66, 
67, 77] 中 提出 了 一 种 新 的 拟 阵 模糊 化 方法 , 首次 提出 了 M- 模 
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糊 化 拟 阵 的 概念 , 并 证 明了 当 M = [0,1] 时 , 它 等 价 于 闭 的 遗 
传 的 Novak 模糊 拟 拟 阵 . 在 文 [66] P, 中 教授 给 出 M- 模糊 化 
拟 阵 的 定义 如 下 

定义 (66 设 EE 是 一 个 非 空 有 限 集 合 , 映射 了 : 22 5 M 是 集 
E EEH M- 模 糊 化 独立 集 族 (M-fuzzifying family of independent 
subsets) , 如 果 工 满足 以 下 三 个 条 ft; 


(FI1) Z(0) — T. 
(FI2) 如 果 A4, Be 25, A BCA, IBA ZA) < I(B). 
(FI3) 如 果 A, B 2° H JA] < |B), BA 


V T(Au {e}) > T(A) A I(B). 
e€B-A 


称 序 对 (E,T) WE ER M- 模糊 化 拟 阵 (M-fuzzifying matroid), 
其 中 14) 是 集合 4 e 27 的 M- 模糊 化 独立 度 (the degree of 
M-fuzzifying independence). 

M- 模糊 化 拟 阵 中 的 工 是 一 个 满足 条 件 (FI1)-(FI3) 的 映射 
T:22 一 M, 它 是 一 个 M- 模糊 集 . 这 样 , 在 一 个 M- 模糊 化 拟 
EE (E,I) 中 , 集合 的 每 一 个 子 集 在 某 种 程度 上 都 有 其 独立 
性 . 

X [66] 还 证 明了 ,对 于 一 个 非 空 有 限 集合 BE 和 一 个 映射 
I: 27 — M 来 说 , (5,7) 构成 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 的 充 要 条 件 
是 每 个 水 平 ((E,Tia)(a € J(M) 或 (E,I)(a e P(M))) 都 是 拟 
EE. 这 与 模糊 代数 中 模糊 群 、 模 糊 环 、 模 糊 域 以 及 模糊 向 量 
空间 的 情形 相 协 调 . 

尤其 重要 的 是 , 史 福 贵 教授 还 推广 了 模糊 基数 ， 引 入 了 
M- 模糊 自然 数 (M-fuzzy natural number) 和 M- 模糊 集 的 基数 
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( 势 ), 从 而 引入 了 M- 模糊 化 秩 函 数 (M-fuzzifying rank function) 
的 定义 , 并 且 证 明了 M- 模糊 化 拟 阵 和 M- 模糊 化 秩 函 数 之 间 
存在 一 一 对 应 的 关系 . 这 些 充 分 说 明 M- 模糊 化 拟 阵 是 一 种 
比较 合理 的 拟 阵 模糊 化 处 理 方法 . 

基于 权 函 数 (4) 的 情形 ， 史 教授 将 文 [66] 的 思想 作 了 进 
一 步 的 推广 , 于 文 [67] 中 又 提出 了 (L, M)- 模糊 拟 阵 (L, M)- 
fuzzy matroid) 理论 . 它 是 以 一 般 的 格 工 取代 M- 模糊 化 拟 阵 中 
的 {0,1), 把 E 和 满足 下 列 三 个 条 件 的 映射 T: LE 一 M 构成 的 
序 对 (E,Z) 称 作 是 一 个 (L, M)- 模糊 拟 阵 ((L, M)-fuzzy matroid). 


(LMFI1) Z(xo) = Tm; 
(LMFI2) A,B € LF, AC B > I(A) 2 I(B); 
(LMFI3) A,B € LE H n e N, Ẹ b= |B|(n) £ |Al(n), 有 


V Z((b^Ag)Ue) 2 Z(A) AZ(B). 
e€F(A,B) 


其 中 , F(A, B) = {e € E : b < Be), b $ A(e)}. 

显然 一 个 ((0,1), M)- 模糊 拟 阵 就 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 
RUF L- 模糊 拓扑 的 情形 , 一 个 (L, (0, 1))- 模糊 拟 阵 被 叫做 
一 个 万 拟 阵 . 而 ({0, 1}, (0, 1))- 模糊 拟 阵 就 是 分 明 拟 阵 . 

对 于 一 个 非 空 有 限 集合 E 和 一 个 映射 T: LE MR 
说 , (E,1) 构成 一 个 (L, M)- 模糊 拟 阵 的 充 要 条 件 是 每 个 水 平 
((E,Zja))(a € J(M) BX (E, 1(9))(a e P(M))) 都 是 万 拟 阵 . 

此 外 文 [67] 还 得 到 了 几 个 重要 的 实际 例子 , 那 就 是 , 给 定 
一 个 模糊 向 量 空间 (U,w) 和 忌 的 一 个 有 限 子 集 E, 可 以 得 到 一 
个 (0, 1]- 拟 阵 和 一 个 [0,1]- 模糊 化 拟 阵 .给 定 一 个 图 (V, E) 和 
它 的 一 个 类 型 (v, v) 的 模糊 子 图 , 同样 可 以 得 到 一 个 (0, 1]- 拟 
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阵 和 一 个 [0, 1]- 模糊 化 拟 阵 . 这 些 例子 充分 说 明了 这 种 (L,M)- 
模糊 拟 阵 理论 是 有 重要 意义 的 工作 . 

基于 上 述 工作 , 本 书 的 研究 重点 将 放 在 M- 模糊 化 拟 阵 的 
公理 体系 的 刻画 上 , 就 像 拟 阵 的 公理 体系 一 样 , 试图 从 M- 模 
糊 化 秩 函 数 及 M- 模糊 化 相关 集 族 , M- 模糊 化 闭 包 算 子 ， M- 
模糊 化 闭 集 族 , M- 模糊 化 内 部 算 子 , M- 模糊 化 开 集 族 , M- 模 
糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 圈 集 族 等 基础 概念 出 发 刻画 M- 模 
糊 化 拟 阵 . 

今后 除了 要 考虑 它 的 各 种 等 价 公理 与 性 质 以 外 , 我 们 还 
将 继续 深入 研究 , 试图 发 现 M- 模糊 化 拟 阵 的 更 多 实际 例子 
和 应 用 , 建立 这 一 新 的 研究 方向 的 基本 框架 , 为 模糊 优化 提供 
一 种 新 的 理论 和 方法 . 


12 ”预备 知识 及 符号 说 明 


为 了 全 书 的 完整 性 , 这 一 节 给 出 一 些 基本 的 概念 、 结论 和 
一 些 常用 的 符号 . 首先 , 给 出 模糊 集 方面 的 一 些 知识 , 这 在 后 
续 的 章节 中 是 经 常 要 用 到 的 . 

在 此 我 们 特别 声明 . 为 了 将 来 进一步 研究 (L, M)- 模糊 拟 
阵 , 保持 符号 的 统一 性 , 我 们 在 此 , 将 文 [66] 中 L- 模糊 自然 
Bl. L 模糊 化 拟 阵 和 L- 模糊 化 秩 函 数 中 的 完全 分 配 格 工 的 
符号 “L” 用 符号 “M” 替换 , 分 别称 其 为 M- 模糊 自然 数 、M- 
模糊 化 拟 阵 和 M- 模糊 化 秩 函 数 , 符号 工 和 M 的 意义 一 致 , 仅 
HTI (L, M) 中 的 符号 M 保持 一 致 . 并 且 在 文中 为 了 符号 的 
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一 致 性 , 我 们 还 将 人 们 熟知 的 模糊 集中 格 符 号 “L”, 在 本 
文中 也 用 “M” 替换 , 称 其 为 M- 模糊 集 , 仅 为 符号 替换 . 

在 后 续 内 容 中 , 一 个 格 M 在 无 特殊 说 明 时 是 指 一 个 具有 
逆序 对 合 对 应 “ ”的 完全 分 配 格 . 若 X 是 一 个 非 空 集合 ， 
映射 4 :XX 一 M 称 为 M- 模糊 集 (或 M-fuzzy 集 ), 其 全 体 记 为 
MX. M 中 的 最 大 元 和 最 小 元 分 别 记 为 T 和 上. MX 从 M 中 
点 式 地 诱导 出 格 运算 “<,v,A” 使 得 (MX,<,v, 信 ) 仍 为 完全 分 
配 格 . 书 中 对 分 明子 集 与 其 特征 函数 不 加 区 别 . 对 于 格 M 中 
的 元 素 a AWERI a> brac HA a2 b EX a c RY, 则 称 
元 素 a 为 格 M 中 的 素 元 , 称 元 素 a 的 补 元 为 余 素 元 . 所 有 非 
单位 的 素 元 的 全 体 记 作 P(M), 所 有 非 零 的 余 素 元 的 全 体 记 作 
J(M). 

格 M 上 一 个 二 元 关系 < 定义 如 下 : 对 于 任意 的 a b e M, 
若 a <。b 当 且 仅 当 对 于 任意 的 满足 条 件 b< supD 的 集合 D S 
M 总 存在 de DD 使 得 a < ad 成立, 我 们 称 (ae M :a <b} HICH 
b 的 极 小 集 , 记 作 pO), 并 且 记 * (6) = 8(0)nJ(M). 另外 , 对 格 上 
的 二 元 关系 <r EMME: 对 于 任意 元 素 abe M, 若 a -ep 
当 且 仅 当 对 于 任意 的 满足 条 件 b> inf D 的 集合 Dc M 总 存在 
ce DB a> c RY, 我 们 称 {a € M :a <” b) 为 元 素 b 的 极 
KR, 记 作 alb), 并 且 记 a*(b) = ab) n PM) . 在 一 个 完全 分 配 
格 (completely distributive lattice )M 中 , 对 于 每 一 个 元 素 be M, 
都 存在 o(b) 和 B(b) , JF.H. b = V(b) = V 8*(b) = Ao(b) = Aa*(b) 
( 见 (74). 我 们 规定 bL) = 0 和 o(T) = 0. 

一 般 在 不 引起 歧义 的 情况 下 , 为 简单 起 见 常常 将 AU (x) 
Al A— {x} 分 别 简 记 为 4uz 和 4-z. 

定理 1.2.1 ([74, 75]). Wt M 是 一 个 完全 分 配 格 , 并 且 有 


{a, | € Q) CM. 
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则 有 以 下 结论 
(1) e ( A a) = Y ala) 


(2) 8 (v. a) = U Bla). 


上 述 定理 说 明 极 大 映射 是 一 个 交 并 映射 , 而 极 小 映射 是 
一 个 保 并 映射 

注 1.2.2. 在 文 (63, 64, 65] 中 的 定义 中 的 格 工 均 用 符号 M 
替换 意义 不 变 . 

定义 1.2.3 ([63, 64, 65]). 设 Ae MX F## Hae M. M- 模糊 集 
4 的 四 种 截 集 定义 如 下 


Ajay = {2 €X| A(z) >a}, Awe) = {2 € X | a € (A(2))}, 
All = {z € X|ag¢a(A(z))}, AM ={2reX | A(z) <a}. 


从 上 面 的 定义 中 可 以 看 出 当 a € po) 有 Ag; € Ac) € Aja}; 
34 a € a(b) 有 All c AM c AM, 34 M = [0,1], 显然 ha = AM, 
JF A Ao = AO. 

对 于 a e M 和 D c X, 我 们 定义 两 个 特殊 的 M- 模糊 集 
aAD 和 avD 如 下 : 


a, TED. 
0, zgD. 


1, «ED. 


eana =f a sgD. 


(a V D)(z) = 人 


从 文献 [63, 64, 65] 中 我 们 还 可 以 看 到 以 下 结论 成 立 . 


定理 1.2.4. 设 4 是 非 空 集合 X 上 的 M- 模糊 集 , 则 有 以 下 
结论 : 
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(1) A = V (aAAla)= V (oar Ajay) 
aoEM aEJ(M) 
= V (anA) = V (a^A(). 
aEM a€J(M) 
(2) A = A(avAP)- A (av Abl) 
a€M a€ P(M) 
= A (avA)= A (av AG). 
aeM a€P(M) 
b€ (a) be (a) 
(4) Va € M, Ava) = U 4 加 = U A): 
a€A(b) a€A(b) 
(5) VaeM,APMl= f) AW — [| AM. 
a€a(b) a€a(b) 
(69 Vac M, A9 = |J A= U AQ, 
b€a(a) b€a(a) 
(7) Va € M, Ag = N AP = N AM. 
agb agb 


(8) VacM, A(0 = U Ap) = U Ao): 
bga bga 


定理 1.2.5 ([63). 设 {4; | ie 0} 是 非 空 集合 XX 上 的 一 族 M- 
模糊 集 , 则 有 以 下 结论 : 


o (YA) = wero m (ya) = yor 


[a] 
®) (4 A) [a] = A (Ai) taj ° (4) (A A) = A, (A) . 
定义 1.2.6 ([63, 64, 65]). HH: M > P(X) 是 映射 ， 
(1) 3 a e a(t) => H(o) c H0), MERA H ERA X 上 的 
一 个 Me- BEE. 
(2) Ë a € B(b) > H(b) C H(a), 则 称 映射 五 是 集合 X 上 的 
一 个 Mo- RAE. 
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(3) Zi a € o*(b) > H(a) C H(b), 则 称 映射 HERE x ER 
一 个 素 元 集合 套 . 

(4) # a € *(b) > H(b) C H(a), 则 称 映射 是 集合 XX 上 的 
余 素 元 集合 套 . 

我 们 定义 在 集合 x 上 的 M- 集合 套 的 全 体 ，Me- 集合 
套 的 全 体 , 素 元 集合 套 的 全 体 , 分 子 集合 套 的 全 体 分 别 地 记 
HE: Uu. (X), Uus (X), Up(X) PII Ug C). 很 容易 可 以 验证 在 点 态 
序 下 Uu. (X), Uns (X), Up(X) 和 U(X) 都 构成 完全 分 配 格 . 

定理 1.2.7 ([63]). 对 于 映射 H € Um. (X), VE 

= N (av H(a)). 


a€EM 
则 以 下 结论 成 立 . 

(1) Va € M, f(H)? € H(a) € f(E)". 
(2) Va e M, f(H) = f| H(. 

a€a(b) 
(3) Va e M, f(H)? = U H(b). 

b€a(a) 
(4) 映射 /是 Um. (X) 到 Mx 的 同 态 满 射 
定理 1.2.8 ([63]). 对 于 上 映射 He Ums(X), 设 


g(H) = M (a^ H(a)). 


a€EM 


则 以 下 结论 成 立 . 
(1) Vae M, f(A) (a) c H(a) c fü). 
(2) Ve e M, f(a) = Q HO) 


(3) Va € M, f(H)(a) = at HO). 
(4) 映射 9 是 Un, (X) 到 NT 上 的 同 态 满 射 . 
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定理 1.2.9 ([64]). 对 于 映射 He Up(X), 设 
fü) 人 (av H(a). 


a€ P(M) 


则 以 下 结论 成 立 . 
(1) Va € P(M), f(H)™ c H(a) c f(11)9. 
(2 Ya € P(M) f(E)= [Y H(b). 
a€a* (b) 
(3)Vae P(M), f(H)? = U H(0). 
bEa*(a) 
(4) 映射 /是 Up(X) 到 MX 上 的 同 态 满 射 . 
定理 1.2.10 ([64). 对 于 映射 H eus (x), 3 


g(H)= M (a^H(o). 


a€J(M) 


则 以 下 结论 成 立 . 
(1) Va € J(M), f(H)q) C H(a) C fü). 
(2) Va € J(M), f(A) a} = = uU H(b). 


(3) Va € J(M), f(H)t = Y FO. 


(4) g Fé U(X) 到 MX Peers 


下 面 我 们 再 介绍 一 下 M- 模糊 自然 数 的 一 些 相 关 结论 , 这 
些 结论 均 来 自 于 文 69). 


定义 1.2.11. 设 N 是 自然 数 集合 . 若 一 个 反 序 映射 (antitone 
map) à: N M 满足 


X(0) =T, 人 An) = 


neN 
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则 称 映 射 A: N — M 为 一 个 M- 模糊 自然 数 (M-fuzzy natural 
number) , 所 有 M- 模糊 自然 数 的 全 体 记 作 NOM). 


以 下 定理 显然 成 立 . 


定理 1.2.12. HA we N(M), 定义 M- 模糊 数 的 序 关系 “<” 
如 下 
和 gn 当 且 仅 当 A(n) < aln), 其 中 neN. 


则 (N(M), <) 构成 一 个 格 , rH vul AA 分别 定义 如 下 . 
(AV p(n) = A(n) V u(n), (AA u(n) = A(n) ^ p(n). 
定义 1.2.13. WE A, ui € N(M), Æ M- 模糊 自然 数 集 (N(M)) 


上 定义 加 法 (addition) “+” MÆ} (multiplication ) “x” MF: 
对 于 任意 ne RN， 


(CA+Mm= V CABANAD)， 


k+l=n 


(Ax p(n) = V A) An) 


kxl=n 


以 下 结论 成 立 . 


定理 1.2.14. 对 于 任意 m eN, 定义 特殊 的 M- 模糊 自然 数 
mc N(M) 如 下 


T, if t<m. 
m(t) = 
l, ift2zm-l. 


则 对 于 任意 à € N(M), 有 


Q+A=A, O-A=0, 1-A=A. 
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注 1.2.15. 如 果 对 m 和 m 不 加 以 区 分 , 则 可 以 将 自然 数 RN 
看 作 是 一 类 特殊 的 M- 模糊 自然 数 . 在 下 文中 , 我 们 对 mm Al m 
不 加 以 区 分 . 

关于 M- 模糊 自然 数 还 有 以 下 结论 成 立 . 

定理 1.2.16. WA e N(M). WA 

(1) 对 于 任意 a € B(T), Aa 是 一 个 自然 数 . 

(2) 对 于 任意 a € MML}, Aa 是 一 个 自然 数 . 

(3) 对 于 任意 ae MT}, A@ 是 一 个 自然 数 . 

(4) 对 于 任意 ae MMT), 和 是 一 个 自然 数 . 

定理 1.2.17. 对 于 任意 ,ue N(M) 和 ae M, 

(1) A+B) (e) € Mo) 十 Mao) € Àla) + Haj € (A + po 

(2) (A+ 1) € A9 + pl) SA + plal c Mt. 

(3) (A x H)(a) ie Xa) X Ha) ie Aa] X Hia] c (A x B)la]- 

(4) (A x py) € X9 x pl) c Ael x plal C (A x pyle. 

定理 1.2.18. 对 于 任意 和 ,ue N(M) Al a € P(M), 有 

(1) (A +p) = Al) + pO. 

(2) (A x p)) = AX x p Q. 


定义 1.2.19. Ut 4 是 一 个 M- 模糊 集 , 如 果 AO 是 有 限 的 ， 
则 称 4 是 一 个 有 限 的 . 


定义 1.2.20. 设 4 是 一 个 有 限 的 M- 模糊 集 , 映射 |4| : N 一 
M 被 称 为 4 的 基数 , 如 果 vn €N, |Al(n) = V {a € M||Ajai] > n}. 


定理 1.2.21. 对 于 集合 x 上 的 一 个 有 限 的 M- 模糊 集 4 和 
n € N, 有 


JA|(n) = V {a € M||Aca)| > n). 
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定理 1.2.22. 设 A c MX 是 一 个 M- 模糊 集 , 并 且 
a € MML}, 


则 有 


[Ali € lAa] € lAa} < |Alfa}- 
定理 1.2.23. 设 A c MX 是 一 个 M- 模糊 集 , 并 且 
a € M\{T}, 


则 有 


JAI < JA] < Mals jaye 
特别 地 , 34 a € P(M) A [Al = [AQ] . 
推论 1224. 设 A c MX 是 一 个 M- 模糊 集 , 并 且 ne N, A 


[Al(n) = A fa € M|IAPI] <n} = A fa € MIA <n}. 
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第 二 章 M- 模糊 化 拟 阵 及 M- 模糊 化 秩 函 
数 


在 这 一 章 中 , 我 们 将 引入 M- 模糊 化 拟 阵 及 M- 模糊 化 秩 
函数 的 定义 及 部 分 性 质 , 并 在 此 基础 上 , 得 到 M- 模糊 化 拟 阵 
及 M- 模糊 化 秩 函数 的 一 些 新 的 刻画 . 


2.1 M- 模糊 化 拟 阵 


这 节 中 自 定义 2.1.1 到 定理 2.1.4 的 内 容 均 来 自 于 文 [66]. 


定义 2.1.1. RE PES ARABS. 映射 工 : 22 一 [0,1] 
被 称 为 集合 已 上 的 一 个 M- 模糊 化 独立 集 族 , 如 果 工 满足 以 
下 三 个 条 件 : 


(FI1) Z(0) — 1. 
(FI2) A,B€275, A D B > 1(A) < I(B). 
(FI3) 如 果 A,B c 2", |A| < |Bi, 那么 


V T(Av {e}) > Z(A) AZ(B). 
ecB—A 


当 工 是 互 上 的 一 个 M- 模糊 化 独立 集 族 时 , BK (已 刀 是 一 个 
M- 模糊 化 拟 阵 (M-fuzzifying matroids). FF A € 25, 则 称 T(A) 是 
集合 4 的 M- 模糊 化 独立 度 . 
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下 面 这 个 定理 给 出 了 M- 模糊 化 拟 阵 可 以 由 其 两 类 截 拟 
阵 族 刻画 . 


定理 2.1.2. 设 E 是 一 个 非 空 有 限 集 , GEH 1:27 5 M 为 一 
个 映射 , 则 以 下 条 件 是 等 价 的 : 


(1) (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 
(2) Va € J(M), (E, Zia) 是 一 个 拟 阵 . 
(3) Va € P(M), (E, 19) 是 一 个 拟 阵 . 
注 2.1.3. 在 下 面 定理 2.1.4, 2.2.9 及 推论 2.2.10 P, 我 们 总 假 
定 完全 分 配 格 M 满足 条 件 
(BETA) : 对 于 任意 的 wbe M， Bla b) = 6(a) Np). 


定理 2.1.4. WE 是 一 个 有 限 集 , 1:25 一 M 是 一 映射 . 则 
(E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 当 且 仅 当 对 任意 的 a e A(T), 
(E, T(a)) 是 拟 阵 . 

证 明 必要 性 . 设 (EL) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 7) = T, 
我 们 可 以 推 得 对 任意 的 ae A(T), AOE La). 

设 A,B € 25 H ACB, 如果 B et, JA. a c bB), 由 
T(A) > I(B) 我 们 可 以 得 到 a € 8(7(4)), BI A € Zia). 

令 A,B € La) H.|B| > |A], Hi y TAV {eD > T(A)^I(B), 
可 知 


a 


e B((A)nBG(B) = B((A)^1(B) 
c pf v z(Av {e})) = U AG(Av (2). 
ec B—A ec B-A 


这 证 明了 存在 ee B— AMET AV (e) € Zia). 
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从 而 va € A(T), (E, Lea) 是 拟 阵 . 

充分 性 . Va € PIT), 设 (E, Lia) 是 拟 阵 . 下 面 我 们 证 明 工 满 
足 条 件 (FI1), (FI2) 及 (FI3). 

(FIL) Va € B(T), Hi 0 € La 可 推 得 a e 8(Z(0))， 因 此 
I(0)- T. 
(FI2) 设 A,B c€ 22 HAC B, 4 2(B) = b. 则 对 于 任意 
Hj a € Bb), A B € Te. AA (E La) 是 一 个 拟 阵 , 我 们 可 
以 证 明 A € Tq). 表明 了 当 a c po) 时 , A a € BZA). 从 而 
Z(B) = b = V B(b) < V B(Z(A)) = TA). 

(FI3) 假设 A,B € 27, |B| > |A]. Xf a € B(I(A) A Z(B)), 则 
a € &(1(A) Ha € 8(1(B)), 所 以 A,B € Taq). AF (5,165) 是 
一 个 拟 阵 , 所 以 存在 ee B- 4 使 得 4v (e) € Ta). 这 说 明 
a € B(LI(Av {e})) C 8 (Cy Ta Y (9). 故 


V TAV (e) 2 Z(A) AZ(B). 
e€B-A 


口 


注 2.1.5. 在 下 面 定理 2.1.6, 2.2.13 及 推论 2.2.14 中 我 们 总 要 
求 完 全 分 配 格 M 满足 条 件 


(ALPHA) : 对 于 任意 的 a,b € M, o(av b) = a(a)Na(d). 
定理 2.1.6. 设 EB 是 一 个 有 限 集 , 7:27 5 M 是 一 映射 . 则 


(E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 当 且 仅 当 对 任意 的 a € all), 
(E, Ti!) 是 一 个 拟 阵 . 


证 明 必要 性 . 设 (ELT) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 首先 , 对 
任意 的 a € o(L), H Z(0) = T WR ag 6 =a(T) = o(2(0)), 所 以 
0 e zi, 
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HK, RA Be 27 H AC B, WR Be Tl, PA a g o(1(B)), 
由 于 Z(A) > I(B), 所 以 a(Z(A)) € a(Z(B)), WA ag a(Z(A)), BA, 
A c Tl, 

另外 , 设 A Berl H |B| > |A], H 


V (Av {e}) 2 Z(A) AZ(B). 


ecB-A 
我 们 可 以 证 明 

a £ a(Z(A))Ua(Z(B)) = a(Z(A) AT(B)), 
于 是 

a ¢ a( Y V (Aue) = (eau). 


e€B-A 

这 证 明 存在 ee B— A (84% ag o(z(AUo)), Bl Aue e ril. 

从 而 vae A(T), s T 是 拟 阵 . 

充分 性 . Wt Va € a(L), (E, Z1) 都 是 拟 阵 . 要 想 证 明 (已 刀 是 
一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , Tus 门 只 需要 证 明 工 满足 条 件 (FI1)， 
(FI2) 和 (FI3). 

(FIL) Va € a(.L), Ej 0 e Zi) 可 得 a g o (1(0)). 从 而 工 (0) = 

(FI2) 设 A,B c 25 H AC B, & Z(B) — b. 则 对 于 任意 的 
a £ o(b) 有 Be 1^. 因为 ZI0 EME, 所 以 A e zi», 也 就 是 
a ¢ a(Z(A)), 于 是 5<T(4). 从 而 


T(B) =b = fal) < Ao(1(A)) =7(A). 


(FI3) 设 A,B € 2", |B| > |A|. 如 果 a g o(Z(A) AT(B)), 那么 
a € a(Z(A)) 并 且 a € o(Z(B)), 所 以 A, B e Tel. AH lel 是 一 个 
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拟 阵 , 所 以 存在 ee B — A THAR AUe e Tel, dx 
agalT(Aue)) Da ( V navo) 
ecB—A 
从 而 M TAY e) 2 I(A) AT(B). 口 
由 模糊 集 及 其 被 集 的 性 质 和 M- 模糊 化 拟 阵 的 定义 可 以 
直接 推 得 . 
定理 2.1.7. 设 {(5,T(a)) | a € P(M)} 是 一 族 拟 阵 . 
(1) Æ b € ala) > Z(b) C Ila), 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 
(ET) 使 得 1(9 C I(a) c T'A. 
(2) Zi va € P(M), @ 1(a) = U(1(b) | b € a(a)}, 则 存在 一 个 
M- 模糊 化 拟 阵 (E,7) 使 得 119 = (a). 
(3) Æ vb € P(M), A Tb) = MZ(a) | è € afa)}, 则 存在 一 个 
M- 模糊 化 拟 阵 (E,2) 使 得 Tel = z(a). 
定理 2.1.8. YE ((E,Z(a)) | a c M) 是 一 族 拟 阵 , 若 对 于 任意 
a,b € M, 都 有 B(a ^ b) = Bla) n pib). W 
(1) Zi a € B(b) > Z(b) C z(a), 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 
(E, 1) 使 得 Za € Z(a) € Ty. 
(2) #7 Va € p(T), A Ta) = UTO) | a € 8(0)) , 则 存在 一 个 
M- 模糊 化 拟 阵 (E,1) 使 得 Za) = I(a). 
(3) #4 Va € J(M), A Z(a) = fMz(b) | b € &(a)), 则 存在 一 个 
M- 模糊 化 拟 阵 (E,7) 使 得 Tiaj = I(a). 
两 个 模糊 化 拟 阵 Mi = Un) 和 Mo = (Ex, 22) 是 同 构 
B3, 记 做 M1 S Mo, 如 果 存 在 一 个 双 射 了 : E — Ee 使 得 
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2.2 M- 模糊 化 秩 函 数 


秩 函 数 在 拟 阵 理论 中 扮演 着 十 分 重要 的 角色 , 在 拟 阵 理 
论 中 许多 概念 及 定义 的 刻画 都 是 由 秩 函 数 来 实现 的 . 在 本 节 
rH, 借助 于 M- 模糊 集 的 四 种 截 集 , 给 出 了 M- 模糊 化 秩 函 数 
的 水 平 刻画 , 得 到 它 的 四 种 水 平 截 集 都 是 截 拟 阵 的 秩 函 数 这 
一 结论 . 在 此 基础 上 我 们 还 研究 了 M- 模糊 化 秩 函 数 的 一 些 
TERR, 推广 了 M- 模糊 化 秩 函 数 的 判定 定理 . 本 节 中 ， 从 定义 
2.2.1 到 推论 2.2.7 均 来 自 于 文 [66]. 
定义 2.2.1. 设 (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ， 并 且 映 射 
Fr:223 一 NU) 定义 如 下 
Rz(A)(n) = V {Z(B) | B C A,|B| 2 n), 
则 称 Rz 为 (E,T) 的 M- 模糊 化 秩 函 数 (M-fuzzifying rank func- 
tion). PK Rz(4) 为 4e22 的 M- 模 糊 化 秩 . 
定理 2.22. Vt (BE, 刀 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , Rz 是 (E, 了 的 
M- 模糊 化 秩 函 数 . va e P(M), 用 Re 表示 (ET) 的 秩 函 数 . 
Ac 2” 时 ,有 R*(A) = Rz( A). 
证 明 . 由 Rz(A) 的 定义 , 有 : 
n€ Rz(A)@ 会 Rz(A)(n) £a 
e ABCA SEH I(B)£ZaH.|B|2n 


e IBC AE Ber H|B|2n 
SS n< max{|B|: BC A, BET} = RA). 


故 R*(A) = Rz(A)@. 口 
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推论 2.2.3. UE (BE,T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . va € P(M), 用 
Re 表示 (ET) HRB A 


Rz(A)(n) = A(a € P(M) | R'(A) <n}, Rz(4)- A {avR*(A)}. 
ac P(M) 


定理 2.2.4. 设 应 :22 o N(M) 是 M- 模糊 化 拟 阵 (已 刀 的 
M- 模糊 化 秩 函 数 , 则 以 下 性 质 成 立 : 


(FR1) A € 2", 有 0x< Rz(A) < |Al. 
(FR2) A,B € 2", Ẹ AC B= Ri(A) < Rz(B). 
(FR3) A, Be 2", 有 Rz(A) + Rr(B) > Rz(An B) + Rz(AU B). 
证 明 (FR1) 显然 < Rz(A). X, vn e N WE n > AL 有 
Rz(A)(n) = V (2(C) : C € A,|C| 2 n) =0 


所 以 Rz(A) < JAI. 
(FR2) i$ A,Be2® H A c B, WA vn e N, 


Rr(A)(n) = V{Z(C):CCA,|C| > n} 
< V{Z(C):CCB,|C|>n} 
= Rz(B)(n). 

从 而 证 明了 Rz(A) < Rz(B). 


(FR3) 由 定理 1.2.18 和 拟 阵 的 秩 函 数 性 质 , Va € P(M), 
(Rz(4) + Rz(B)) = Rz(A) + Rz(B)®) 

R;(An B)? + Rz(Au B)? 

(Rz(An B) + Rz(AU B))@ 


i will 


从 而 有 Rz(A) + Rz(B) > Rz(An B) + Rz(AU B). im 
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引 理 22.5. 设 映 射 R: 25 — N(M) 满足 条 件 (FR1),(FR2) 
和 (FR3). Va € P(M), 4 R° : 27 一 N 满足 Re(A) = R(A)®. WI 
Re 满足 (R1), (R2) 和 (R3)， 

(R1) A €22, Ẹ 0 < R*(A) < |Al. 

(R2) A,B € 2€ H AC B, "HH RA) < R*(B). 

(R3) A, B € 2°, @ R*(A) + R^(B) 2 R*(An B) + R*(AU B). 
因此 存在 一 个 拟 阵 (E, 12) 使 得 Ro 是 (E, T) 的 秩 函 数 . 

定理 2.2.6. 设 映射 R: 2° — N(M) 满足 条 件 (FR1),(FR2) 
和 (FR3). 定义 工 :25 — M 满足 IR(A) = R(AY(AD. 则 (E,Tr) 
是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , FEL RE (5,7) 的 M- 模糊 化 秩 函 数 . 

证 明 (FI1) Zr(@) = R(0)(0) = T. 

(FI2) Ut A,B c 2€ HAC B, WA 


In(A) R(AY(AI) 

A {a € P(M) : R(A)(Al) < a) 

A {a € P(M) : R(A)? < |Al} 

A {a € P(M) : R'(A) < |Al} 

A (a € P(M): R*(B) < |B} 

A {a € P(M) : R(BY9 < |B|} 

A {a € P(M): R(B)(\B)) <a} =Tr(B). 


Ivy n | 


(FI3) # |A] < |B| H. Za(A) AZa(B) #0. 下面 我 们 将 要 证 明 ， 
对 于 任意 的 eeB-4 有 


V Tr(Av {e}) > Za(A) AZa(B). 
ecB—A 
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如 果 对 于 任意 的 ee B-A, V Tr(AU{e)) X Ta A)ATA(B), 


则 对 于 任意 的 ee B-A, WA Ir(AU (e) ¥Ir(4) 入 Ir(B). 那 
么 由 ER), 存在 着 一 个 素 元 a € P(M) 使 得 


R*(Au {e}) < |AU {e}|, R*(A)-|A, H R'(B) = |Bl. 
因此 Re(A u (e)) = R*(A). SX |A] = R*(A) = R*(B) = |B|, 与 
|A| < |B] AI. 

现在 我 们 证 明 R= Rz,. 显然 vA Ee 25 H vn e NR 
Rra(A)(n) = V{Ir(B):n <|B|,BC A} 
= V{R(B)(IB) : n < |B|, B € A} 
< V(R(AYIBI) : n < |B|, B € A} 
< R(A)(n). 
则 证 明了 Rz,(A) < R(A). 
另外 , Va c P(M), 如 果 R(A)(n) € a, 那么 


R*(A) = R(A)? 2 n. 


n«R(A) -max(|B|: B C A, R'(B) > |Bl) 
= mex(|B| : B C A, R(D)(|BI) € a) 
= max(|B| : B € A, Zg(B) € a}. 
从 而 存在 着 Bc AES n «|D| H Za(B) € o. W Rz,(A)(n) € a. 
所 以 R(A) < Rr, (A). o 
推论 2.2.7. 设 (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H. Rz 是 (E,T) 
的 M- 模糊 化 秩 函 数 . 当 Ae25 H vn e NA, A 


Rz(A)(n) = V{Rz(B)(|BI) | n < IBI, BC A}. 
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从 以 上 结论 可 以 看 出 , 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 可 以 用 M- 模 
糊 化 秩 函 数 刻画 , 这 两 者 间 可 以 建立 起 一 一 对 应 关系 . 

为 了 更 好 的 研究 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 进一步 探讨 M- 模 
BiH — EER. 下 面 先 给 出 一 个 M- 模糊 自然 数 的 
性 质 , 为 后 面 的 秩 函 数 性 质证 明 做 准备 . 


引 理 2.2.8. 设 A, p e N(M) , 则 有 以 下 结论 : 
(1) Zi M 满足 条 件 (BETA), 则 


Va € p(T), (A + E) (a) = Ala) + B(a)- 


(2) Va € J(M), (A + iig] = Ai] + Hja): 


(3) 4 M 满足 条 件 (ALPHA), 则 
Va € o(L), (A +p)! = Am + pla, 
(4) Va € P(M), (A +p) = A09 + pl, 
证 明 (1) 由 定理 1.2.17, 我 们 只 需要 证 明 
(A + pA)(a) 2 Ma) + (a): 
Wn E Nay + Mia) WE k,l EN WE n= ktl EI k E AG IFA 
lE po). 也 就 有 ae B(X()) I a € biuh), 故 


a € B(A(k))nB(u(1) = BAC) Ad) € 8 ( V alka «) = B((M-u)(n)). 
k+l=n 
BP n € (A+ a) BELA (A+ i) = Aça) 十 Ka 
(2) 我 们 只 需要 证 明 (A+Aa € Ag] + Hja: BE n € (A jp)lo]: 
则 A+ p(n) = M (A(k) ^ u(D)) 2 a. 因为 ae JM), 所 以 存在 
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k,LeEN WHE n = k +1, WẸ AK) A ull) 2 a. BC k € Nay FALE jo， 
BB, n € Ajaj + Mya}. 因此 (A + i) = Ala) + Ha}: 
(3) 的 证 明 方 法 同上 , H (4) 是 定理 1.218 中 的 结论 1). O 
定理 2.2.9. WE (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 且 Rz 是 (已 刀 
的 M- 模糊 化 秩 函 数 . 当 ac 8(T) H Ac 2” 时, 我 们 可 以 证 得 
Ra(4) = (Rz(A)) (a), 其 中 Ra) 是 截 拟 阵 (E, Tra) RR 
WEB] 由 Rz(4) 的 定义 可 得 ， 


n€(Rr(A))a) © ag B(Rz(A)(n)) 


¢ 


agß| V 13)|- U 6a(B) 
BCA BCA 
IB|2n IBl2n 
VBC A H |B| 2n, ag B(1(B)) 
VBCAH BETq), |B) «n 
max {|B|: B C A 并 且 Be Ta} <n 
n £ Ria (A). 


从 而 证 明了 Ria) (A) = (R(A))(a)- m 
由 定理 1.24 , 5| BE 2.2.8 和 定理 2.2.9 我 们 可 得 下 面 这 个 推 


ttt? 


ie. 

推论 2.2.10. Ut (马刀 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ,， FERI 
Rz:2% 一 N(M) 是 (E,Z) 的 M- 模糊 化 秩 函 数 ， Va € B(T), Ria) 
ERMEE (E, La) HRB A 


Rz(A)(n) = V {a € A(T) : n < Ra (A)}, (2.2.1) 


Rr(A)= M (a^RqQ(A). (2.2.2) 
«€g(T) 
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定理 2.2.11. Wt (E,T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ,并且 映射 
Rz:22 一 NOM) 是 (E,Z) 的 M- 模糊 化 秩 函 数 . 5 a e J(M) H 
A € 2F 时 ,有 Ra(4) = (Rz(A)) ja}, 其 中 Ré 是 截 拟 阵 (E, Zia) 的 
秩 函 数 . 


证 明 由 


(Ri(A)la «n € Ri(A)(n) Za 

vBCA 有 |IBI>n, Z(B) Za 
vBCA 有 IBl>n, BY Tia 

VB CAA BET, |B) «n 
max(|B|: BC AFFA Be Ta} «n 
Rlaj(A) <n. 


tett 


可 得 Rjay(A) = (Rz( A) o 
由 定理 1.2.4, 引 理 2.2.8 和 定理 2.2.11 可 得 下 面 结论 . 
推论 2.2.12. Wb (也 DT) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ， 且 对 每 个 

a € J(M), Ra) 是 其 截 拟 阵 (BE,Ta) 的 秩 函 数 . 则 


R(A)(n) = V(a € J(M) : n < R(4)) (2.2.3) 
R(A)= M {aA Rjaj(A)}. (2.2.4) 
a€J(M) 


定理 2.2.13. 设 (E,7) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , EL Rz 是 (E,7) 
的 M- 模糊 化 秩 函数 . 24 a c a(l) 且 4e228 时 ,有 Ral(4) = 
(Ez(4)) 四 ,其 中 Riel 是 截 拟 阵 (E, Ziel) 的 秩 函 数 . 


证 明 从 Rz(4) 的 定义 式 出 发 ,我 们 可 以 得 到 以 下 结论 
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ng(Rz(A)" © aea(Rz(A)(n)) 


€ a€a| V Z(B)| » f| a(Z(B)) 
BCA BCA 
IBl>n |Bi2n 
VBC A H |B| 2n, a€ a(Z(B)) 
VBCAH Bez, |B| «n 
max {|B|: BC A,Be zi) <n 
e n £ R"(A). 


tt? 


因此 Ra(4) = (R(A)) el, 口 

推论 2.214. 设 (ED) 是 一 个 M- BOE, 并 且 映 射 
Rz : 2E 5 N(M) 是 (E,Z) 的 M- BRUCE R, Va € P(M), RE 
是 截 拟 阵 (E, 7127) HRB A 


Rz(A)(n) = 人 {a Ea(l):ng Rel) (2.2.5) 


Rz(4)= 人 {a v Ro (4) (2.2.6) 
a€ca(.L) 

上 面 所 给 出 的 三 个 关于 M- 模糊 化 秩 函 数 的 性 质 定理 2.2.9. 
2.2.11, 2.2.13 及 预备 知识 中 的 定理 2.2.2 是 本 书 的 研究 基础 , 有 
了 上 面 的 性 质 我 们 可 以 展开 对 M- 模糊 化 拟 阵 的 一 些 基 本 概 
念 的 刻画 . 下 面 又 证 明了 M- 模糊 化 秩 函 数 满足 的 两 个 性 质 . 


定理 2.2.15. 设 (5,7) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ,并 且 映 射 
Rz; :25 — N(M) Æ (E,Z) 的 M- 模 糊 化 秩 函 数 . 则 对 任意 x € E, 
有 


Rr(A) < Rr(AUz) < Rz(A) +1. (2.2.7) 


一 27 — 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


证 明 直接 由 M- 模糊 化 秩 函 数 的 定义 ， 我 们 可 以 推 得 
Rz(A) < Rz(AU x) 是 成 立 的 . 现 我 们 只 需 证 明 


Rz(AUx) < Rz(A) +1. 


4 zd A, VncN. 因为 


ft tt wt A ow Ig 


Rr(AU x)(n) 

V{Z(B) : |B| 2n, BC AUT} 

V{Z(B): BC A,|B| > n} V V(Z(B):: B-zC A,|B-z| 2 n- 1) 
V{Z(B): BC A, |B| > n} V V(Z(B)): B-z- Bı C A, |Bi| > n- 1) 
Rz(A)(n) V Rz(A)(n — 1) 

(Rz (A)(n) ^ 1(0)) V (Rz(A)(n — 1) ^ 1(1)) 

pa Y RTCANE) A 1(1)) 


(Rz(A) + 1)(n), 


所 以 Rr(AU z) < Rz(A) +1. m 


定理 2.2.16. Ub (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ,并 且 映 射 
Rz; : 2% ^ N(M) 是 (已 刀 的 M- 模糊 化 秩 函 数 . 若 4,B e 25. 且 
对 任意 的 ye B-4, 有 Rz(AUy) = Rz(A), Wl Rz(AUB) = Rz(A). 

证 明 (hit B- AZO, > B-A = (bb, be}. FER 
们 对 数 应 用 归纳 法 证 明 . pk = 1, 则 结论 显然 成 立 . bM 
k=n 时 结论 成 立 , 下 证 当 上 =n+1 结论 也 成 立 . 由 归纳 假设 
和 (FR3) 可 知 , 对 任意 a € J(M) 


Ria(A) + Rla(A) 


Ria(AU {b1, ba, +++ ,b4)) + Rla(AU bnt+1) 
Rla((AU {b1, b2, -++ ,bn}) U (AU bn41)) 
Rya}((A U {b1, ba, +++ ,bn}) N (AU ba) 
Rlal(A UB)+ Ria (A) 2 Ria (A) + Ria] (A). 


i 十 MI 


— 28 — 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


这 证 明了 Ra(4U B) = Ra(4) 对 每 一 个 os J(M) 均 成 立 , Al 
此 Rz(AU B) = Rz(A). 口 
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相关 集 是 独立 集 的 对 偶 概 念 . 我 们 知道 拟 阵 是 矩阵 和 图 
的 进一步 推广 , 而 线性 相关 和 线性 无 关 在 线性 代数 中 是 非常 
重要 的 概念 . 本 章 的 目的 是 在 已 有 的 M- 模糊 化 独立 集 族 的 
基础 上 定义 M- 模糊 化 相关 集 族 , 并 且 讨 论 了 M- 模糊 化 相关 
集 族 的 一 些 性 质 和 刻画 . 证 明了 M- 模糊 化 相关 集 族 与 M- 模 
糊 化 独立 集 族 可 以 相互 诱导 . 这 些 研究 丰富 了 M- 模糊 化 拟 
阵 理论 的 内 容 , 为 拟 阵 模糊 化 的 进一步 研究 打下 一 个 坚实 的 
基础 . 


3.1 M- 模糊 化 拟 阵 的 相关 集 族 


在 这 一 节 中 , 我 们 将 拟 阵 中 的 相关 集 概 念 推广 到 M- 模糊 
化 拟 阵 理 论 中 , 详细 讨论 了 M- 模糊 化 相关 集 族 的 性 质 , 得 到 
M- 模糊 化 拟 阵 和 M- 模糊 化 相关 集 族 可 以 相互 诱导 这 一 重 
要 结论 , 也 就 是 , 在 一 个 有 限 集 马上 的 M- 模糊 化 独立 集 族 的 
全 体 和 M- 模糊 化 相关 集 族 的 全 体 之 间 可 以 建立 起 一 一 对 应 
关系 . 

在 拟 阵 理论 中 , P M = (E,1) 是 一 个 拟 阵 , BK D c 27 
满足 以 下 三 个 条 件 , 则 称 D 是 拟 阵 M 的 相关 集 族 . ( 见 [43, 60]) 
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(D1) 0¢D. 

(D2) YAED, ACBE2E > BED. 

(D3) VA,BED HYreE, Z; ANBED, A AUB-zEPD. 

同时 称 满足 条 件 (D1)-(D3) 的 集 族 D c 22 是 集合 E 是 的 
一 个 相关 集 族 , 由 此 相关 集 族 也 可 以 刻画 出 上 的 一 个 分 明 
拟 阵 . 

下 面 给 出 M- 模糊 化 相关 集 族 的 定义 . 

定义 3.11. KE SES ARAB. 称 映 射 卫 :22 一 M 
为 已 上 的 M- 模糊 化 相关 集 族 (M-fuzzifying family of dependent 
sets on E) , me D 满足 以 下 条 件 : 

(FD1) D(0) = 1. 

(FD2) VA, B € 2”, AC B > D(A) < D(B). 

(FD3) VA, B € 2, D(A)AD(B) < D(AN B) V A, D(AUB - z). 
34 A c 27 时 , 称 D(A) 是 集合 A 的 M- 模糊 化 相关 度 . 

定理 3.1.2. 设 是 一 个 非 空 有 限 集合 , D : 25 -MM 是 一 映 
射 . 则 以 下 条 件 等 价 : 

(1) D 是 E 上 的 M- 模糊 化 相关 集 族 . 

(2) Va € J(M), Du 是 EE 上 的 相关 和 集 族 . 

(3) Va € P(M), D? 是 已 上 的 相关 集 族 . 

WEB] (1) = (2). FER a € J(M), H (FDL), FA 0 g Dy. 

Ü A,B €22 HACB, i Ae Diy, Jll a < D(A) < DB). 这 
证 明了 Be Dia. 

另外 , HABE Day, Vee E. 且 ANB ¢ Diy, Wl D(A) 2 a, 
D(B) >a H D(An B) 2 a. H 


D(A) A D(B) « (An B) v A D(AUB —z), 


rcE 
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我 们 知道 A D(AUB -z) 2 a. 也 就 是 , 对 于 任意 的 > e E, 
AUB -s € Da. 

这 证 明了 Da 满足 条 件 (D1)-(D3)， 由 拟 阵 的 性 质 可 知 ， 
Dia 是 EE 上 的 一 个 相关 集 族 . 

(2) = (1). Va € J(M), Ht 0 € Dia RATE AHE DO) = 1. 

R A,B € 2° HAC B, MRR D(A) > a, BA A E Dy. H Dla 
是 E 上 的 一 个 相关 和 集 族 , 可 知 B € Dia, 也 就 是 , D(B) 2 a. 从 
而 D(A) < D(B). 

另外 , 设 A, B € 2”, Va € E, D(A)AD(B) > a,D(ANB) Za, 
那么 4 € Diy, BE Diy H ANB g Diy. 因此 对 任意 rz c E, 
AUB -z € D, BẸ A D(AUB-2) >a. 从 而 


D(A) A P(B) < D(ANB)v A D(AUB - z). 
zcE 

所 以 D 满足 条 件 (FD1)-(FD3). 因此 了 是 已 上 的 一 个 M- 模 
糊 化 相关 集 族 . 

(1) = (3). Va € P(M), 由 (FD1) 可 得 D@) = L < a, 所 以 
pg Do». 

HA,Be2® HAC B, WẸ Ac DO, HZ D(B) > D(A) € a. 
从 而 证 明了 D(B) x a, 也 就 是 , Be DO. 

Bb, 设 A,Be DO, Vee E, MK An Bg DO, 那么 


D(A) £a, D(B) £a H (An B) <a. 
AA a 是 一 个 素 元 , 所 以 有 


D(A) AD(B) £ a. 
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D(A) AT(B) < D(ANB)v N D(AUB - 1), 
rcE 


可 得 A D(AUB-z) £a, BOW] T EB) xz € E, AUB-z e DO. 
rcE 


这 就 证 明了 DO 满足 条 件 (D1)-(D3). 从 而 po 是 E 上 
的 一 个 相关 集 族 . 

(3) > (1). Va e P(M), Hi 0 g D(? AYA D(0) = 1. 

E ABc2FH. Ac B, MB D(A) £ a, 那么 Ae DO. 这 就 
证 明了 Be DO, 也 就 是 , D(B) € a. 从 而 D(A) < D(B). 

再 设 A,B c2 Hzc E, MR D(A)AD(B) £a, D(ANB) <a, 
BAAce DO, BED? HANBED@). HF D® Ze EN 
一 个 相关 集 族 , 因此 对 于 任意 re 已 有 4uB-zezDo, 即 
D(AUB -z) £ a. 由 于 a 是 素 元 ,并且 E 是 一 个 有 限 集合 , 因此 
可 得 A PUB 一 7z) 浆 a. 从 而 D(An B) v A D(AUB — z) La. 


故我 们 可 以 得 到 


D(A) AD(B) < (An B) v A D(AUB - z). 
zcE 


也 就 证 明了 D 满足 条 件 (FD1)-(FD3). 所 以 D 是 集合 E 上 的 
一 个 M- 模糊 化 相关 集 族 . n 

定理 313. 设 E 是 一 个 非 空 有 限 集合 , D :22 5 M Æt 
射 , 其 中 M 满足 条 件 (BETA). 则 D 是 EE 上 的 M- 模糊 化 相关 
BR, 当 且 仅 当 对 任意 的 a € 8(T), Do 都 是 上 的 一 个 相关 
WIR. 

证 明 必要 性 . 设 D 是 集合 E 上 的 一 个 M- 模糊 化 相关 集 
IR. Va € A(T), 显然 a g 0 = A(T) = BDO), 所 以 0 € Dy. 
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设 4,Be25 且 4c DB, WR AE Da, Bl ace pola). 由 
D(A) < D(B), 可 得 ce B(D(B)), 也 就 是 , B € Da). 
另外 ， 设 A,B € Da); reE E ac B(T), 则 


ae B(D(A))NA(D(B)) = B(D(A) A D(B)) 
C B(D(ANB)V A D(AUB -7)) 
Tee 


A(D(ANB)) UBL A D(AUB - z) 
B(D(ANB))U N &(D(AU B - 2). 


如 果 ANB g Day, RE, a g B(D(An B)), Wil 


ae (| &(D(AUB -z)) € &(D(AUB - z)). 
这 表明 对 于 任意 的 z € E, 都 有 AUB-2e Dg. 从 而 Da) 是 
集合 E EHAR. 
充分 性 . Vt va € B(T), D, 是 EE 上 的 一 个 相关 和 集 族 . 下 面 
我 们 来 证 明 D 满足 条 件 (FD1), (FD2) 和 (FD3). 
(FD1) Va € 8(T), 显然 和 4 Dia). 这 说 明 


a € B(T),a € 8(D(0)). 


从 而 DO) = 
(FD2) Vt A,B € 27 HAC B. W a € B(D(A)), Bl A € Day, 
那么 B € Dia), 也 就 是 , oe B(D(B)). 从 而 D(A) < D(B). 
(FD3) A, B € 28 Hz € E, Æ a € B(D(A) AD(B)), WH 


B(D(A) ^ D(B)) = B(D(A)) n 8(D()) 
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可 得 A € Da), Be Da). HÆ ANB € Day, 那么 对 任意 的 zeE 
Æ ANB -z € Dia 所以， 
a€ () &(D(AUB -2)) = &( A P(AUB - z)). 


ZE 五 rcE 


从 而 D(A) A D(B) < D((An B) v A D(AUB -a). m 
ZE 五 


定理 3.14. 设 是 一 个 非 空 有 限 集 合 , HD:275 M, 其 
中 M 满足 条 件 (ALPHA). 则 DD 是 E 上 的 一 个 M- 模糊 化 相 
关 集 族 , 当 且 仅 当 对 任意 的 ae al), Del 是 巨 上 的 一 个 相关 
集 族 . 

WEB] 必要 性 . 设 D 是 马上 的 一 个 M- 模糊 化 相关 和 集 族 . 
Va € o(1), 显然 8& pla, 

HA BeE2 HAC B, Zi Ac Del, Bl a g o(D(A). AF 
D(A) < D(B), 所 以 a d o(D(B)), 也 就 是 , B e Dh, 

Bp, i A, Be Del, vee E Hae o(.L), 有 

ag o(D(A)Uo(D(B)) = o(D(A) ^ D(B)) 

2 o(D(AnB)v A D(A U B — z)) 


= a(D(ANB)Na( A D(AUB - z)) 
rcE 
= o(D(AnB)n U o(D(AU B - z)). 
rcE 


zr ANB g Dil, HBA ac a(D(ANB)), 于 是 


ag | J a(D(AUB-=)) 2 o(D(AU B - z)). 
rcE 


这 表明 对 于 任意 的 ze 已 ,可 得 4uB-zeZDa. Mii Del & E 
上 的 一 个 相关 集 族 . 
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充分 性 . Wt va e o(1), Dil 都 是 已 上 的 一 个 相关 集 族 . 下 
WE D 满足 (FD1), (FD2) 和 (FD3). 

(FD1) 设 va e a(1), 显然 064 DE). 也 就 是 对 任意 a € all), 
a € o(D(0)). 从 而 DO) = 

(FD2) it A,B € 22 H AC B. WE ag o(D(A)), Ml Ac Dial. 
因此 B e Dil, 也 就 是 , a g o(D(B)). 从 而 D(A) < D(B). 

(FD3) Ut A, B € 2€ H z e E, WẸ ag o(D(A) AD(B)), 由 


o(D(A) ^ D(B)) = o(D(A)) U a(D(B)) 


可 以 推 得 A e D, Bevel. Xi An B g Del. 则 对 任意 的 
teE RA ANB-ce D4, ORE, 


ag [| Jo(D(AUB-2)) 2 a( A D(AUB-2)). 


cee rcE 
从 而 D(A) AD(B) < D(An B) v A D(AUB-—2). 
故 DD 是 集合 E 上 的 一 个 M. 模糊 化 相关 集 族 口 
定理 3.1.5. Wt (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 .定义 映射 
D;:27ES M 如 下 
Dz(A) = (Z(A))’. 
WW D; 是 上 的 一 个 M- 模糊 化 相关 集 族 , RAW (E,D) Br 
诱导 的 M- 模糊 化 相关 集 族 . 
证 明 由 (FI1) 和 (FI2) 很 容易 推 证 (FD1) 和 (FD2). 下 面 验 
证 (FD3) 成 立 . 
设 A, Be 2, Yz e E. WAEI a € P(M), Dz(A)ADz(B) £a 
E Dz(ANB) < a, ABA 2(A) 2 a', I(B) Z a' H Z(An B) > a', th 
就 是 , 4e (Tg), B € (Zan) H An B € uj. 因为 (Zon) 是 一 个 
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拟 阵 的 相关 集 族 , AU B- > € (La). 所 以 对 任意 的 € E, 
T(AUB - z) ž a'. 也 就 证 明了 


N Px(AUB- z) - A (K(AUB-2))' £a. 
zcE rcE 


从 而 Dz(A) ADz(B) < Dr(ANB)V A Dz(AUB - az). 
因此 D; 是 集合 E 上 的 一 个 M- RCRA. 口 


定理 3.1.6. 设 瑟 是 一 个 非 空 有 限 集合 , 且 D:22 MEE 
上 的 M- 模糊 化 相关 集 族 . 当 4e 22 时 , 定义 Ip(A) = (D(A)Y. 
Wi] (已 ,Z2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H Dz, — D. 

证 明 由 (FD1) 和 (FD2) 可 推 知 (FI1) 和 (FI2). 下 证 (FI3) 成 


Wt A,B € 27 H |A| < |B|, 如 果 Zp(A) AZo(B) 7 L JF H. 
Tp(A) ^AZp(B) € a (a € P(M)). ABA D(A) Z à! H. D(B) Za’. 由 
定理 3.1.2 中 的 (3), 我 们 可 以 得 到 A € (Djan) 和 Be (Dij). E 
为 (Dian) 是 拟 阵 的 独立 集 族 , 所 以 存在 


ec B- A,AUec (Dia) 
这 也 就 证 明了 D(Aue) Z a’, Bl Zo(Aue) € a. 从 而 
V Ip(AUe) ga. 


e€B-A 
故 V Ip(AUe) > Ip(A) AIp(B). 
e€B—A 


由 定理 3.1.5, 很 容易 验证 Dr, = D. 口 
RF M- 模糊 化 相关 和 集 族 我 们 还 有 以 下 结论 . 
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定理 3.1.7. 设 {D(a) : a e P(M)) 是 E 上 的 一 族 相 关 集 族 . 

(1) 如 果 be a* (a) > D(b) C D(a), 那么 存在 一 个 M- 模糊 化 
相关 和 集 族 D :25 — M 使 得 DO C D(a) c pla, 

(2) Va € P(M), D(a) = U(D(b) : b € o(a)), 那么 存在 一 个 M- 
模糊 化 相关 集 族 D : 2F 5 M 使 得 Do) = D(a). 

(3) Va € P(M), D(a) = (\{D(b) : a € a(b)}, 那么 存在 一 个 M- 
模糊 化 相关 集 族 卫 :22 一 M 使 得 D = D(a). 

WEB] (1) t b € a*(a) > D(b) € D(a). RAT D:25 — M E 
义 如 下 

D(A)= 人 (avD(a(A) = Na € P(M): A D(a)}. 
a€P(M) 

由 模糊 集合 套 性 质 , 我 们 可 以 推 得 D? C Dia) c pla, 

(2) 和 (3) 的 证 明 与 (1) 相似 . o 

定理 3.1.8. 设 {D(a) :a e M) 是 集合 EE 上 的 一 族 相关 和 集 族 , 
并 且 M 满足 条 件 (BETA). 则 

(1) 如 果 a € B(b) ^ D(b) C D(a), 那么 存在 一 个 M- 模糊 化 
相关 集 族 D :25 — M 使 得 Dea) C D(a) € Du. 

(2) Va € A(T), D(a) = U{D(b) :a € B(b)) ,那么 存在 一 个 M- 
模糊 化 相关 和 集 族 D : 25 — M 使 得 Ds) = D(a). 

(3) Va € J(M), D(a) = M{D(b) : b € B(a)} ,那么 存在 一 个 M- 
模糊 化 相关 和 集 族 D : 27 5 M 使 得 Da = D(a). 

证 明 设 os 6(b) > D(b) C D(a). 定义 映射 D:25 一 M 如 下 


D(A) = V (aA D(a)(A)) = Vía € M : AE D(a)}. 
aceM 


由 M- 模糊 集合 套 性 质 , 我 们 可 以 得 到 Dc € D(a) € Dy. 
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类 似 可 证 (2) 和 (3). o 


3.2 M- 模糊 化 拟 阵 的 实例 


在 这 一 节 中 , 首先 说 明 加 权 拟 阵 (weighted matroid) 是 一 个 
模糊 化 拟 阵 (661. 

设 (E, 1) 是 具有 权 函 数 w :5 一, [0, 1] 的 加 权 拟 阵 171. 定 
MI, 2% — [0, 1] 如 下 


minw(e), AET. 


VA C E, 3;(A) = ecA 
c 1(A) [z 否则 . 


可 以 验证 (E, 37) 是 一 个 模糊 化 拟 阵 . 进而 , 如 果 (E, 1) 无 环 ， 
也 就 是 , Ve € E, (e) € I, 那么 ve € E, wle) = 31((6)). 我 们 可 以 
得 到 结论 , 每 一 个 无 环 的 加 权 拟 阵 都 可 以 看 做 是 一 个 模糊 化 
拟 阵 . 


注 3.2.1 ([86]). (1) 由 于 一 个 加 权 图 可 以 和 一 个 加 权 拟 阵 相 
互 刻画 , 所 以 加 权 图 也 可 以 看 做 是 模糊 化 拟 阵 的 特例 . 

(2) 用 加 权 图 来 刻画 实际 问题 时 , 我 们 往往 限制 其 是 无 环 
的 加 权 图 , 因为 在 一 些 实际 问题 中 往往 并 不 需要 加 环 , 而 且 大 
多 数 情况 下 无 环 并 不 影响 实际 问题 的 解决 . 例如 , 环 游 地 球 
问题 , 用 图 表示 时 , 将 城市 看 做 点 , 两 个 城市 间 的 距离 鸥 数 是 
附加 在 边 上 的 权 函 数 , 在 表示 这 个 问题 时 只 需要 用 无 环 图 来 
描述 即 可 . 所 以 我 们 考虑 无 环 加 权 图 是 合理 的 
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设 G 是 一 个 加 权 图 . 用 MIC] = (E, 10) 来 表示 与 G 对 应 
的 加 权 拟 阵 并 且 与 之 对 应 的 模糊 化 拟 阵 为 M = (E, Ira). 


定义 3.2.2 ([86]). 称 一 个 模糊 化 拟 阵 M = (E, 2) 是 可 图 的 ， 
如 果 存 在 一 个 加 权 图 G 有 MM Ma. 


例 3.2.3 ([86)). Wt E = (z, y) JFE RE X: 2:25 — [0, 1] 如 下 
_ J & Ae {{z}, {z,y}}. 
XA) = 1, Ae(9(). 


很 容易 可 以 验证 (E, 2) 是 一 个 可 图 的 模糊 化 拟 阵 . 与 之 相对 


应 的 加 权 图 为 
a) Yi 


其 中 3, 1 分 别 是 z, y 的 权 值 . 

下 面 再 给 出 M- 模糊 化 拟 阵 及 与 其 对 应 的 M- 模糊 化 秩 
函数 的 一 个 实例 . 

例 3.2.4. > E = {x,y,z} FH M = [0,1]. 定义 工 :25 一 M, 
其 定义 式 如 下 


0, Ae {E, {y, z}}; 
03, Aé {{z}, {x,z}}; 
1(4)24 0.5, Ae {{y}, {x,y}; (3.2.1) 
0.7, A= {z}; 
1, A=@. 


JU (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 由 


Rz(A)(n) = V(Z(B) : B € A,|B| 2 n}, 
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可 知 M- 模糊 化 秩 函 数 Rz : 25 一 NO) 如 下 : 


1 =0: 1, n=0; 
Rz(0)(n) = 0 li » 0. Ri((z))n)-4 07, n=1; 
' ' 0 n223; 


1, n=0; 1, n=0; 
Rr({y})(n) = ¢ 05, n=1; Re({z})(n)=¢ 03, n=1; 
0, mn 0, n22; 


1l n= 


; 1, n= 
0.7, n=1; 0.7, n=1; 
Rss). 2 y ReDD 0 a 
0 n>3; 0, n23 

1, n=0; 

L n=0; 0.7 1; 

T, n=l]; 

Rr({yz})(n)= 4 05 n=1;  REE)m-4.. n= 

0 n>2; T 

0, n>3. 
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第 四 章 M- 模糊 化 闭 包 算 子 、M- 模糊 化 
闭 集 族 、M- 模糊 化 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 
开 集 族 


在 拟 阵 理论 中 , 闭 包 算 子 、 闭 集 、 内 部 算 子 和 开 集 均 能 用 
来 刻画 拟 阵 , 它们 可 以 相互 诱导 .一 个 拟 阵 的 全 体 闭 集 在 集 
合 包含 序 下 构成 一 个 几何 格 , 拟 阵 和 几何 格 之 间 也 是 可 以 相 
互 确定 的 . 闭 集 可 以 说 是 连接 拟 阵 和 几何 格 的 一 座 桥梁 . 

正 因为 闭 包 算 子 和 闭 集 在 拟 阵 理论 中 的 重要 性 ， 所 以 在 
本 章 中 ,我 们 将 在 已 有 M- 模糊 化 拟 阵 及 M- 模糊 化 秩 函 数 
的 基础 上 , 利用 M- 模糊 化 拟 阵 的 截 拟 阵 及 秩 函 数 的 性 质 , 引 
AT M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 、M- 模糊 化 J- 闭 包 算 子 、M- 模 
糊 化 a- 闭 包 算 子 及 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 的 定义 , 并 研究 了 
它们 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 . 

另外 , 我 们 通过 四 种 M- 模糊 化 闭 包 算 子 , 分 别 给 出 相应 
的 M- 模糊 化 8- 闭 集 族 ,M- 模糊 化 J- 闭 集 族 , M- 模糊 化 o- 闭 
集 族 和 M- 模糊 化 P- 闭 集 族 概念 , 研究 了 它们 的 性 质 及 其 与 
M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 . 

开 集 和 闭 集 是 一 对 对 偶 的 概念 , 内 部 算 子 和 闭 包 算 子 也 
是 一 对 对 偶 概 念 . 在 上 述 工作 的 基础 上 , 我 们 又 引入 了 M- 模 
糊 化 6- 内 部 算 子 、M- 模糊 化 J- AMAT. M- 模糊 化 a- 内 
部 算 子 、M- 模糊 化 P- BRAT., M- 模糊 化 8- 开 集 族 、M- 
模糊 化 J- 开 集 族 、M- 模糊 化 a- 开 集 族 和 M- 模糊 化 P- 开 集 
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族 等 概念 , 研究 了 它们 的 性 质 及 其 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 
诱导 关系 . 

这 些 研 究 为 进一步 完善 M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 更 定 
了 基础 . 


41 M- 模糊 化 6- 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 p- 
闭 集 族 


下 面 我 们 先 给 出 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 的 定义 . 
定义 4.11. 设 互 是 一 个 非 空 有 限 集合 . 称 映 射 


cl? : 27 x B(T) — 28 


为 E 上 的 M- 模糊 化 Bb- 闭 包 算 子 (M-fuzzifying -closure operator 
on E) ,如果 映射 cf 满足 : 

iX VA, B € 27, Vz,y € ER Va € B(T), 

(FBC1) A C cl9(A,a). 

(FBC2) B C A > cl9(B,a) C cl/(A,a). 

(FBC3) (cA (A, a), a) = cl9(A, a). 

(FBC4) WẸ y € cif (AU (x), a) — cP (A, a), 那么 
z € clP(AU (y), a). 


(FBC5) An ( f (A-r, 2) = 3b € A(T) 使 得 
rcA 


a € (b) H An ( N e^ 4 - s) =}. 
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例 4.1.2. 设 B={z,y,z} H M = [0,1]. 定义 映射 
cl? : 27 x (0,1) > 2” 
如 下 


E, ae [0.7,1; 
{y,z}, ae [0.5,0.7); 
{z}, ae [0.3,0.5); 

Ø, ae {0,0.3); 


clf (Ø, a) = 


E a € (0.5, 1); 


cl? ({x},a) = {2,2}, a € (0.3, 0.5); 
{x}, ae [0,0.3); 


E, ac[07,1) 


B — 
ol ({y} a) = { {y,z}, ae [0,0.7); 


E, aé€{0.7,1); 

c((2)5,2)—4 {y,z}, a € [0.5,0.7); 
{z}, ae [0,0.5); 

E, aé{0.5,1); 


B — 
cl” ({z,z},a) = | {z,z}, a€ [0,0.5); 


E, «aé€(0.7,1); 


B 二 
cl ({y, z),a) 一 { {y, z}, ac [0, 0.7); 


cl ({z, y},a) = cl(E,a) - E (a € [0,1)). 


很 容易 验证 cl? 满足 (FBC1)-(FBC4) 及 (FBC5). 所 以 映射 cf 
是 E 上 的 一 个 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 . 
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定理 4.1.3. 设 (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , EL M 满足 条 
{F (BETA). BRAY cl? : 2” x p(T) 一 22 定义 如 下 


cx(4,o) = (z € E: Ria (A) = Ro)(AU {7})}, (4.1.1) 


其 中 Ro 是 (已 Tao) RBA WU] ol? 是 上 的 一 个 M- 模糊 
化 6- 闭 包 算 子 . 

证 明 我 们 可 以 看 出 cflzzxta} 是 截 拟 阵 (E, La) 所 对 应 的 
闭 包 算 子 , 并 且 A € To) (或 Ra(4) = |A) 当 且 仅 当 


An (nta =) =0. 
因此 由 拟 阵 的 闭 包 性 质 知 (FBC1)-(FBC4) 显然 成 立 . 5 
外 , 由 定理 1.2.4 中 的 (4), 可 以 推 知 (FBC5) 也 成 立 . 口 
引 理 4.1.4. Wt 是 非 空 有 限 集合 , 令 d : 27 x 6(T) 一 25 
是 EE 上 一 个 的 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 , 则 al? 还 满足 以 下 条 
ft: 
VA € 2€ 及 va c B(T), 
(FBC6) FE B c 4 使 得 


cl9(A,a) = cl9(B,a), BN ( N cl^(B — z, a) =Í, 


EB 


I a E) z 0, 


z€BUy 


其 中 ye cl4(B, a) — B. 
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(FBC7) 如 果 4n( A, N a? (A - z,a)) = 0, 那么 


eno R uS) #0 


ze AUy 
4 BOR ye cl^(A, a)— 
(FBC8) 如 果 An ( AK C - z, 2) = 小 那么 
TE 


cl9(A,b) = 门 el?(A,a). 
beB(a) 


证 明 设 of 满足 条 件 (FBC1)-(FBC4) 及 (FBC5), 则 对 于 
AT a€ A(T) 存在 拟 阵 (E, Zu) 以 cl |o y {a} 作为 闭 包 算 子 . 并 
且 4eZ 当 月 仅 当 4n ( ( e^ (4 —gz, 2) — 9. 从 而 对 于 (EE, 工 ) 
有 (FBC6) 和 (FBC7) 成 立 . 

(FBC8) t Ac 2” Hae A(T), € An( n, N (A - a.a) =6, = 
那么 4e 五 . & Ra 是 (E, Ta) 的 秩 函 数 . 则 R,(A) = |Al. 由 

(FBC5) 我 们 可 以 推 得 五 = ， y To , 则 A e 五 ,也 就 是 ， 


4n (Mere 一 =) = 


EA 
为 了 证 明 os(4， b) = ， A, PA, a), 假设 ze A, PAa)- 


A. 则 对 于 任意 满足 be o6) f ae a(n), 有 R。 (Aus) - Ra(A) = 
|A. 由 此 我 们 可 以 推 证 AUT gT. AULT. 从 而 (4uz)n 
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( N ef(Auxz-y, ») #0. 由 (FBC7) 可 得 ze cl9(A,b) — A. 也 


yc AUz 


就 证 得 了 N c^(Aa) € e? (A,5). 
bE B(a) 


RZ, 如 果 rE cl (A, b) —A, 那么 R,(A) = R,(AUz), 也 就 是 ， 
AUz ¢ T,. 由 (FBC5), 对 于 任意 满足 条 件 5e (a) 的 ce A(T) 
,有 AuUz ¢ Ia, Bf, (4uz)n ( n fus - a) * 9. 从 而 

yEAUT 


ze N c/(Aa)—A. EK eP(A,b) C f) H(A, a) 因此 (FBC8) 
bef(a) bef(a) 


得 证 . D 

对 于 一 个 拟 阵 M = (ED), 如 果 c: 25 — 25 是 M 的 闭 包 
AT, 那么 4e 工 当 且 仅 当 对 任意 的 ze 4, zgd(A-z) 于 是 
ae M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 出 发 , 定义 M- 模糊 化 独 
立 集 族 . 


定理 4.1.5. Wt cf :27 x p(T) 527 是 E 上 的 M- 模糊 化 g- 
HERT, 其 中 M 满足 条 件 (BETA). 定义 映射 Ts :22 5 M 
如 下 


Tas (4) = V fa € B(T): AN (n cl?(A — z, a) = J . (412) 


TEA 
JU (E, Tan) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H. cl? = o ，. 
证 明 为 了 证 明 (E, Zae) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 只 需 
要 验证 对 任意 的 ce p(T), 


A € (Zas)) & AN ( NLA- z, ) = 0. (4.1.3) 


TEA 
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一 方面 ， 车 ae B(Zas (A)), 则 存在 be BT) 使 得 ac B(b) H 
An ( N (A-z, b) =0. 由 (FBC5) 可 以 推 知 
ZEA 


An a) =ð. 


33 —Jrili, € An ( f(A -za = 0, WA b e BCT) 使 


得 a e Bib) HAN (na -4) = 9. AM b < Zy6(A), 
a € B(b) € B(Zas(A)). 

WA AE (Taha @ AN (nara - s, 2) 一 外 

因为 aflzsxto} 满足 (FBC1)-(FBC4), 所 以 存在 一 个 拟 阵 
(E, (Tue)o) 以 cl?los x (a) 为 闭 包 算 子 , HA € (1,4), 当 且 仅 当 
An(maf4-22) = 0. 从 而 证 明了 Gu). = Gane 由 定 
H 2.1.4, 可 以 推 证 (E, Zae) 是 一 个 M- 模糊 化 专 阵 . 

下 面 我 们 验证 cl? = of ，. 

由 (FBC6) 和 (FBC7) 可 知 , 对 任意 的 A c 25, 存在 BC A 
使 得 ci^ (A,a) = cl9(B,a), BN (ne -z, 2) = 0, FFA FER 


y € cl9(B,a) - B, 7H (Buy)n N (B T) z 9. 由 此 
zeBUy 
可 以 证 明 B € (Z5) FFA Buy g (Tanda. 因此 
|B| = (Rz, Yay (B) < (RIs a (B Uy) < |BUy| -|B|- 1, 


BB (Rz, (B) = (Rz, (BU). 于 是 ye dd, (Ba). AM 
cl^(A, a) = cl9(B, a) C di 。 (B,a) C elf. (A, a). 
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另外 , 由 拟 阵 闭 包 算 子 的 性 质 , 对 于 a € 6(T), 我 们 可 以 找 
到 (E, (Taa) 的 一 个 基 C, $ B = ANC, 则 我 们 可 以 知道 
c s (A,a) = di, (B,a), B € (Te)(o) 并 且 Buy € (Za), 其 


中 ye cl? (Ba) - B. 从 而 证 得 , Bn ( Na (B-z, a)) -9H 
TE 

(Buyn ( Q eur» 2) £0. 故 由 条 件 (PBC7) 知 ye 

cl°(B,a). 所 以 olf ,(A,a) = elf ,(B,a) C cl*(B,a) C cP(A,a). O 


定理 4.1.6. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 Tye =T. 
证 明 vA € 25, 由 于 


Las(A) = V {a e 8(T):An ( QA -T, 2) = of 
= V {a e A(T) :A€ Lay} 
= V{ae A(T): a€ B(2(4)) 
= T(A). 
因此 Ts = 1. 口 


例 4.1.7. Ut (5,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 其 中 M = [0,1]. 
在 例 3.2.4 中 , 容易 验证 


Ra 人 =0 (@€[0,1)); Radz)= | t ie oo 
Ria ({y}) = 0, a€ [0.5,1); Ri ({z}) = 0, a € (0.3, 1); 
REST 1, a€ [0,0.5); e ~ | 1, ac[0,03); 
0, ac [0.7,1); 
Riay({z,y}) = 4 1, ae [0.5,0.7); 
2, a € [0,0.5); 
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0，ae [0.7, 1); 
Ray({z,z}) = 4 1, ae [0.3,0.7); 
2, a € [0,0.3); 


0, 0.5, 1); 
Re ({y.2}) -| ub 0 P" 


0, a€ (0.7, 1); 
Ria (E) = 1, a€ [0.5, 0.7); 


2, a€ [0,0.5); 


cf (A, a) = {z E€ E: Riqy(A) = Rj(AUa)), 


E, a€(0.7,1);, 
{y,z}, a € [0.5,0.7); 
{z}, ae [0.3,0.5); 

ø,  a€[0,0.3); 


cl£(0, a) = 


E, ae [0.5,1); 
cl8({x},a) = 4 (mz), a € [0.3,0.5); 
(zb a€ |[0,0.3); 


E,  a€[0.7,1) 


p — 
clz({y}, a) U | (y. zh， ae [0, 0.7); 


E,  ac|0.7,1); 
cB ({z},a) = 4 (y,z), a € [0.5,0.7); 
{z}, ae [0,0.5); 
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E, aé€(0.5,1); 


B _ , 
afa =f (zz), a € [0,0.5); 


E, a€[(0.7,1); 


B _ , 
clz({y, z},@) = {y,z}, ae [0,0.7); 


elf ({x, y}, a) = cl8(E,a) = E (a € (0,1). 
我 们 可 以 验证 cl} : 27 x (0,1) — 25 满足 定理 4.1.3 是 一 个 
由 (EZ) 所 诱导 的 M- 模糊 化 s- 闭 包 算 子 , 并 且 olf 实际 上 就 
等 于 在 例 4.1.2 中 的 E 上 的 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 ei. 下面 
由 定理 4.1.5 我 们 可 以 得 到 映射 Zs : 27 — [0,1] 如 下 : 


Ls (A) 


V t €[0,1): An (natu 一 2 2) = of 
0, Ae {E,{y,z}}; 
0.3, Ae {{z},{z,z}}; 
0.5, Ae {{y}, (o v) 
0.7, A= {zx}; 
1, A=6. 


BRI, =I Hab "n cid. 
"I 


首先 , 引入 M- 模糊 化 拟 阵 的 M- 模糊 化 o- 闭 集 族 . 

定义 4.1.8. Wt (E, 2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(BETA). 称 映射 FE : 8(T) 2 20? 为 (E,2) 上 的 M- 模糊 化 5- 
闭 集 族 (M-fuzzifying family of 8-flats or 3-closed sets), 如 果 FÊ 满 
足 ， Va € B(T), 


J2(a) = {Ae 2" :Vee E- A, Ra(AUe) # R(A)), (414) 
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其 中 no 是 截 拟 阵 (E, La) 的 秩 函 数 . 


B 4.1.9. 在 例 4.1.7 中 , 我 们 可 以 看 到 映射 77 具体 可 以 表 
示 如 下 


{E, {v.z}, {x}} ae [0., 0.3); 
F8(a) 一 {E, {y, zh {z, z}, {z}} ac [0.3, 0.5; 

{E, (y, z}} a € [0.5,0.7); 

(E) a € [0.7, 1). 


很 容易 验证 M- 模糊 化 6- 闭 集 族 满足 以 下 条 件 . 

命题 4.1.10. WE (E, T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(BETA). 则 M- 模糊 化 6- 闭 集 族 72: 8(T) ^ 20°) 满足 以 下 
条 件 . Va € 6(T)， 

(FBF1) E € Ff(a). 

(FBF2) A, B € 72 (a) > An B € FS(0). 

(FBF3) 如 果 A € F8(a), H (Au 42, , Ax) € Fe(a) 是 
Fea) 中 真 包含 4 的 所 有 极 小 元 的 全 体 , 那么 


k 
UU: - A) = B- A. 
t=1 
(FBF4)VA € 27, i Vz c A, A Bi € F(a) HH A-z CB 
且 =&B:, 当 且 仅 当 存 在 be B(T) WE ae Bb), H vr e 4 存在 
Bz € FÊ(b) (E1 A -z C Bo H zg Ba. 
证 明 H olf 是 由 (EI) 诱导 的 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 . 假 
设 对 任意 ze A, 有 Die 72(a) ff A-c CB, Hrg. 由 定 
MH (3.1.4) FM, z& clZ(A—2,0), BAN ( N (g(a - z,a)) =. 
TEA 
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由 (FBC5), 存在 满足 as p(b) 的 be A(T), A 
An ( () (cif (A EE ) - 


ZEA 


于 是 z d cl8(A— 2,0). 从 而 , 存在 Bs = cl8(A — z,b) e 72 (b) ER 
A-zCBi Hrg Bz. 反之 也 是 成 立 的 . 
实际 上 , M- 模糊 化 8- 闭 集 族 也 可 以 用 其 他 形式 来 表示 ， 


命题 4.1.11. 设 (5,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(BETA). 则 M- 模糊 化 8- 闭 集 族 FE : 8(T) 22°) 还 可 以 表 
示 为 : Va € B(T), 

Fea) = {Ae 2=:clB(A,a) = A} 
= laf(Aa):Ae 25) 
= {clf(B,a): BE Za} 


= (dÉB,a):Bn (Ace -z, a)) - o} . 


Hp of 是 由 (ED 诱导 的 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 . 


定理 4.1.12. Ut E AES ARB. 映射 Fe : 6(T) 一 22 
满足 条 件 (FBF1)- (Bre (人 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 
阵 (E, Tze) 使 得 FF = fp 


证 明 设 映 射 clb, : 25 x (T) 2 27 定义 式 如 下 
e, (Aa) -(lAi € F’(a): AC A, i- 1,2, -..K). 


如 果 我 们 想 要 证 明 存 在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tro) E dl, 
是 由 (E, Tre) 诱导 的 M- 模糊 化 8- 闭 包 算 子 , 我们 只 需要 验证 
映射 cz。 满足 条 件 (FBC1)-(FBC4) 及 (FBC5) 即 可 . 
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(FBC1) 由 c, 的 定义 ,有 A C db(A, a), 则 (FBC1) 成 立 . 
(FBC2) 如 果 Ac Bc E, 那 么 


ACcN\{Bie F(a): BOB, i=1,2,---,t} =c%,(B,a) € F’(a). 


故 , cl, (4, a) € cl, (B, a). 
(FBC3) i A; = clZ,(A,a), 则 A, € F(a). H cl, 的 定义 ， 
A df (41,2) € Ai, B Ai = cl P, (Ai, a), 也 就 是 ， 


cl, (A, a) = lfs (cB (A, a), a). 


(FBC4) MẸ y € ele, (AUz,a)- ele, (A,a), Wl] z ¢ ei, (A, a). 
W B = d, (4,a), 由 (FBF3), 存在 一 个 极 小 元 Bi € F(a) 使 得 
BOB, Hee Bi- D. 从 而 ,ceo(4a C elf (AUz,a) € Bi, W 
有 clpo(4Uza) = By. 另外 , 由 于 

e, (A,a) € cl, (A Ug,a)C cle, (A Uz,a) = Bi, 

所 以 有 cÊ, (A Uy,a) = clo (A Uz,a), Mare cle, (A U y, a). 

下 面 证 明 (FBC5) 成 立 . 

(FBC5) 如 果 An ( | dos (A -2,2)) = ,那么 对 任意 的 

z€ 
rEA rg cll. (A — 2,0), 也 就 是 存在 Bi = cle, (A — z,a) € FP(a) 
TEF A-z C B, 并 且 z& By. 由 (FBF4), 存在 be p(T) 满足 
a € B(b), 并 且 存 在 B € F9(b) (ET A-s C Bo 并且 z ¢ B, tl 
NE rg cl, (A -z,b). 故 An ( A 一 IT， b) =0. 反之 仍 
z€ 

然 成 立 . 


由 定理 4.1.5 可 知 ，M- 模糊 化 6- 闭 包 算 子 E, TU 
导出 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Lus) , 将 其 简化 为 (E,Iz2), B 
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di, = cg. 由 于 


72,0) = {4s22:o8 (Aa) = 4] 
A € 2€ :cl8.,(A,a) = A) 
= F(a). 


所 以 M- 模糊 化 拟 阵 (E,Irs) 上 的 M- 模糊 化 6- 闭 集 族 


TP, (0) = FẸ (a) = F° (a). 
FB 


m 
由 定理 41.6 和 定理 4.1.12, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (ET), 
我 们 可 以 得 到 Ij = Tas, = Las =T. 从 而 , 在 M- 模糊 化 拟 阵 


族 和 M- 模糊 化 6 闭 集 族 的 全 体 构成 的 集 族 之 间 可 以 建立 起 
一 一 对 应 关系 . 


42 M- 模糊 化 J- 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 
J- 闭 集 族 


FETA M- 模糊 化 J- ART. 

定义 4.2.1. Wt E RIES ARRAS. BR cl’ 128 x J(M) -28 
为 E 上 的 M- 模糊 化 J- 闭 包 算 子 , 如 果 VA, Be 2", voy e E 
H va e J(M), 有 以 下 条 件 成 立 . 

(FJC1) A € cl" (A, a). 

(FJC2) BC A > c" (B,a) € cl" (A,a). 
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(FJC3) c" (c7 (A,a),a) = cl (A, a). 
(FJC4) 如 果 y € cl (AU, a) — cl" (A, a), BBA z € cl" (AUy, a). 
(FJC5) An ( n, cl! (A — z, 2) — 0 € Vb € B*(a), 有 

TE 


An (n aaa) - 


TEA 


定理 422. 设 (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ， 并 且 映 射 
cl? : 2% x J(M) > 28 定义 如 下 
clz(4,a) - (z€ E: Ra(4) = Rjag(AU z)), (4.2.1) 
其 中 Ra 是 (E, Zia) 的 秩 函 数 . 则 民 是 上 的 M- 模糊 化 J- 
WEHT. 
证 明 对 于 a € J(M), 由 定理 2.2.11, 可 知 clzlaex (a 是 (E, Tiaj) 
所 对 应 的 闭 包 算 子 . 由 拟 阵 的 闭 包 算 子 性 质 , 立即 可 得 (FJC1)- 
(FJC4) 成 立 ， 另 外 可 推 知 A € Zio) (或 Bal(4) = |A) SAM 


当 An(Mef(A—z.0)) = v 因此 由 Ty = N Ty, BA 
ZEA bE A(a) 
有 (FJC5) 成 立 . 口 
引 理 42.3. 设 是 非 空 有 限 集合 , ov : 25 x J(M) 一 28 是 
E EK) M- 模糊 化 J- AEAT, 则 cl” 满足 以 下 条 件 : VA € 22 
H va € J(M), 
(FJC6) 存在 BC A 使 得 c7 (A, a) = cl? (B, a), 


Bn (Qre-za) =Í, 


EB 


Bivwn( A 人 Buy- 463 yeda- 2 
TEBUY 
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(FJC7) 如 果 An (n, N (A -— a) =0 那么 
wuuon( Q N cd" (Auy—z,2)] £0, 4 HÍX34 y ecl (A,a) — A. 


XEAUY 


(FJC8) 如 果 An( 0, NAA- 2,a)) = 9, 那么 


cl" (A,a) = U cl" (A, b). 


bE (a) 


证 明 因为 o 满足 (FJC1)-(FJC4) 及 (FIC5), 所 以 对 于 任 
意 的 es J(M), 存在 一 个 拟 阵 (E, 1a), 以 ellos qo 作为 其 对 应 


的 闭 包 算 子 , HA ez, MEHI An ( Qa" s a) =0. 所 
以 由 拟 阵 的 闭 包 性 质 可 以 验证 在 (E,7,) 中 (FJC6) 和 (FJC7) 成 


X. 
(FJC8) it A € 27,a € J(M), # An( N (A-z, 2) - 9, Wl 
ZEA 


A€TIq. & Ra FE (E, Ta) 的 秩 函 数 . 则 有 已 (4) = |A]. (FICS) 
可 以 推 得 五 = ， Q 五 
EB(a 


一 方面 , Ree „Y T (9 一 A. 则 存在 5 e Bla) 使 得 
R,(AUz) = RA) = |A]. 所 以 AUZE To. Alb AUT gTa 从 
i (Auz)n („grav -y D) z0. B(FJC7) 我 们 知道 
z € cl (4,a). BA aoe cl’ (A, b) € cl (A, a). 

另 一 方面 , 如 果 z e cl’(A,a)—A, BRA R,(A) = R,(AUz), 1l, 
就 是 , AUST H= N P 存在 be B(a) 使 得 AU E To, 


bE f(a) 
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BN (AUz)n ( n M) #0. W z ecd (A, b). RA 
ycAUx 
U d7(A,5) 2 cl" (A, a). 
be (a) 


因此 c7 (A,a) = U (A, b) RM. a 
be8(a) 


定理 4.2.4. WE c : 2E x J(M) 5 27 是 EE 上 的 M- 模糊 化 J- 
闭 包 算 子 . 定义 映射 Tj :22 一 M 如 下 


Tu(A4)=V fa € J(M):An (n cl? (A — z0) = o) . (4.2.2) 
TEA 
WU (E, Tas) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , Hc = olf ，. 
证 明 要 想 证 明 (E.1,:) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 只 需 
要 证 明 对 任意 的 ae 7(M), 有 
Ac (Tow Jla] € An ( (1 cl" (A — t£, o) =Í. (4.2.3) 
TEA 


一 方面 , 3 Ia (A) > a, 则 vb € 8*(a), 都 存在 c © J(M) 使 得 
be bld HAN ( ne (A — z, o) =. FA(FICS) 2 [8] nT DJ T A 
ZE 
4n ( n a" - a0) =ø. Ami An ( n a! (4 - s.a) =f. 
ZEA ZEA 
另 一 方面 , 如 果 An ( QTA - z,a)) = 0, H Tas 的 定义 


A, 可 得 Tas (A) 2 a. 
BL AE (Las) € AN ( No (A- z,a)) =. 
IEA 


INN cl” osx fa} 满足 (FJC1)-(FJC4) 及 (FJC5), 所 以 存在 以 
cl jae x(a; 为 闭 包 算 子 的 拟 阵 (E, (Zs)。), H A € (147). 4AM 
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当 AN ( QA — t, 2) = f. 这 也 就 证 明了 (Zas)a = (Za»)1] 


由 定理 2.12, (E, Tas) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 
下 面 证 明 c = celz. 
设 Ae25, 由 (FJC6) ,存在 Bc A [849 cl’(A,a) = cl7 (B, a), 
BN ( AK t - g, 2) = 0, 并 且 对 任意 的 ye d7(B,a) - B, 有 
rc 


(Bug)n ( n c (BUy —z, o) z 0. 很 容易 得 到 Ty.(B) 2a H 
ZE y 
Ta (BU) ža. 于 是 
|B| = (Rts) (B) € (Rz (BU) < |BUy| = |B| +1, 


也 就 证 得 了 , (Rz, ,)a(B) = Giz, (B Uy). By € dz, (B,a). 
Mi cl (A, a) = c7 (B,a) € cz „(B,a) € ci |, (4,a). 

另外 , 对 于 拟 阵 Ma = (E, (Las) jo), 存在 C € BUM), 使 得 
B= ANC, H vy € dz, (B,a) - B, 有 co 下 (4a) = cz ,(B,o), 
B € (Zi) 和 BUy ¢ (Za). 从 而 证 明了 Tv(B) > a B 
Ly(BUy)Z a, 也 就 是 A Bn (na (B-z, 2) =0H 


una f| saos) z 0. 


rEBUY 
所 以 由 (FJC7) 可 知 , y € cl (B, a). 因此 
cz ， (A,a) = e, (B,a) € c" (B,a) € cl" (A, a). 


口 
定理 4.2.5. WE (E,T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 Zaz = T. 
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证 明 vAc 27, 由 于 


Tez(4) = Vfae Jan: an ( Neza -z,a)) =0} 
V {a € J(M) : A € Tiaj} 

V {a € J(M):2(A) 2 a) 

2(A). 


可 证 Toy = T. 口 
下 面 引入 M- 模糊 化 拟 阵 的 M- 模糊 化 J- 闭 集 族 . 
定义 4.2.6. 设 (E,7) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映射 


F} : J(M) 一 22 ) 为 (E,2) 上 的 M- 模糊 化 J- 闭 集 族 (M- 
fuzzifying family of J-flats or J-closed sets), 若 Fi 满足 : Va c J(M), 


F(a) = {Ae 2” :vee E-A, Ry(AUe) # Rjg(A)}, 


其 中 Ria] 是 截 拟 阵 (E, Tiaj) 的 秩 函数 . 

很 容易 验证 M- 模糊 化 J- 闭 集 族 满足 以 下 条 件 . 

命题 4.2.7. Ut (E, 1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
J- HIS Fi : J(M) — 22°) 满足 : va € J(M), 

(FJF1) E € £j (a). 

(FJF2) A,B € Fi(a) = ANB € Fł (a). 

(FJF3) 如 果 4e FZ (a), B. (A1, Az An} C FH (a) Æ FZ (a) 
中 真 包含 4 的 所 有 极 小 元 的 全 体 , 那么 U(Ar~ A) = EA. 

(FJFA)VA c 27, 如 果 对 任意 的 ze A, 都 存在 Bi € Fi (a) 使 
得 4-zSB HH zg By, 4AM vb e bla), Yz e A 都 存在 
B, € Fi (b) (4 A- z C B: JEH. x ¢ Bs. 
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证 明 我 们 只 需要 验证 (FIFA) 成 立 . 设 o 是 (ET) 的 
一 个 M- 模糊 化 J- 闭 包 算 子 . 假设 对 任意 的 > c A, 都 存在 
B, € Fi (a) f$ A -zC B, H zg Bi. W d cl(A— za), 所 以 
An ( MC — 2, 5) =. 由 (FJC5), vb € (a) 有 


An (A (clZ(A — =) = 
因此 zg clZ(A — 2,0). 也 就 是 , 存在 B = cl} (A — z, b) e FZ (b) 使 
f$ A-2C Bo Hz Bo. WERTET A. 
实际 上 , M- 模糊 化 J- 闭 集 族 也 可 以 表示 成 其 他 形式 . 
命题 4.2.8. VE (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
J- 闭 集 族 71 : J(M) — 20^? 还 可 以 表示 为 : va € J(M), 


F(a) A € 2E : eZ (A,a) = A} 
= idi(Aa):Ac€ 25] 


= ldi(B,g:Be Tia} 
= ‘4clf(B,a): BN ( N (lz(B —g, «))) = Ji 


Ah oz 是 (5,2) 上 的 M- 模糊 化 J- 闭 包 算 子 . 


定理 4.2.9. VE E 是 非 空 有 限 集 合 . 映射 FY : J(M) 一 20? 
满足 条 件 (FJF1)-(FJF3) 和 (FJF4)， MET M- 模糊 化 拟 
ME (E, Irs) 使 得 va € J(M), fF7(a) = MOS 


WEB] 设 映 射 LS :22 x J(M) 一 M 定义 式 如 下 


clfs(A,a) =() {Ai € F7(a): AC Ai, i-12,-.k). 


—~61—- 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


如 果 我 们 想 要 证 明 存 在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Dp) 使 得 el; 
是 由 (BE,ZTry) 诱导 的 M- 模糊 化 7- 闭 包 算 子 , 我 们 只 需要 验证 
映射 cf, 满足 条 件 (FJC1)-(FJC4) 及 (FIC5). 

显然 (FJC1)-(FJC4) 是 成 立 的 . 下 面 只 需要 证 明 (FJC5). 

如 果 An ( Nclrs(A — 2, 2) = 0, 那么 对 任意 的 ze A, 都 
有 z& clf,(A— za, 也 就 是 存在 Bı -cdL(A-za) € (a) 
[E$ A-r CB, Ha ¢ By. 由 (FJF4) 可 知 , ve Bla), 都 存在 
Bo € F(b) (84 A-r C Bo FH x g Bo, HR, x g clo (A— 2,0). 
故 An (nas (A- z, b) 29. 反之 仍然 成 立 . 

由 定理 4.2.4 可 知 , 由 M- 模糊 化 J- WEHT ez, 可 以 诱 
导出 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tas,) , 将 其 简化 为 (E Tr), H. 
cz = cl, 由 于 


Fy (a) = {Ae 2": clz(A,a) = A} 
A € 2 elis (Aja) = A} 
= F(a). 


所 以 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Trs) 的 M- 模糊 化 J- 闭 集 族 


Fi, (a) = FE, = Fi(a). 
F 


口 
由 定理 4.2.5 和 定理 4.2.9, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E.1), 
我 们 可 以 得 到 Try = Tar. 


I 


= Seid = Tf. 
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43 M- 模糊 化 a- 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 
o- 闭 集 族 


下 面 介 绍 M- 模糊 化 a- 闭 包 算 子 的 定义 及 其 性 质 , 为 了 
反映 它 与 秩 函 数 的 水 平 之 间 的 关系 我 们 称 其 为 a- 闭 包 算 子 . 

定义 43.1. 设 (B,D) 是 一 个 M 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(ALPHA). 映射 dg :22 x o(1) 27 定义 如 下 


cl2(A,a) = [a € E: RIA) = Rl (AU 2) (4.3.1) 


我 们 称 上 映射 clz 为 由 M- 模糊 化 拟 阵 (E, 7) 所 诱导 出 的 M- 模 
糊 化 o 闭 包 算 子 , 简称 M- 模糊 化 a- 闭 包 算 子 , 其 中 Ra 是 
TAE (E, 219) 的 秩 函 数 . 

M- 模糊 化 拟 阵 所 诱导 的 M- 模糊 化 a- 闭 包 算 子 满足 以 
下 性 质 . 

命题 432. WE cg : 27 x a(L) — 27 是 由 M- 模糊 化 拟 阵 
(E,Z) 诱导 的 M- 模糊 化 a- HEAT. I VA, B € 2", Yz,y € E 
及 vae o(L), 有 以 下 性 质 成 立 : 

(FAC1) A C cl2(A, a). 

(FAC2) BC A > cl9(B,a) C cl2(A, a). 

(FAC3) cl7(cl7(A, a), a) = clf (A, a). 

(FACA) UR y € cI£(AU z, a) — cl2(A, a), 那么 
z € clz(AUg,a). 

(FAC5) An ( (1 cz (A — 2, 2) =Ne 


€A 


An ( cor) = 0, HH beall) H aE alb). 
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证 明 显然 clglazxte 是 拟 阵 (E, 7177) HAAS, EL A e Zl 
(È RA) = |A) 当 且 仅 当 An (o N d(A — a, 2) - 9. 

因此 (FAC1)-(FAC4) 显 然 成 立 . 另外 由 定理 1.2.4 中 的 o 
可 知 (FAC5) 也 成 立 . 

引 理 4.3.3. Ut E 是 非 空 有 限 集合 , Æ cle : 25 xal) 一 » 
满足 条 件 (FAC1)-(FAC4) 及 (FAC5), 则 vA € 25 和 va € a(l), 
以 下 条 件 成 立 . 

(FAC6) 存在 BC A {4% cl"(A,a) = cl*(B, a), 


Bn ME) =Í, 


EB 
H (Buy)n ( al aeuy-aaj #0, KB y € d^(B,a) - B. 
ce Buy 
(FACT) 如 果 An ( N d*(A- .a)) =0, BA 
TEA 
(Aug)n ( UN cl*(AUy —2,2)| #0 HHAH y € cl? (A, a) — A. 
(FACS) 如 果 An (0, N (A-r, a)) = 0, 那么 
cl*(A,a)= U cl*(A,b). 
a€a(b) 


WEB] 因为 cle 满足 条 件 (FAC1)-(FAC4) 及 (FAC5), 所 以 对 
a € o(L), 存在 以 cl*|os c, 为 闭 包 算 子 的 拟 阵 (E,77), H. A € 7 
当 且 仅 当 An (naa - 2,a)) =0. 从 而 对 (E, 2°), 有 (FAC6) 
和 (FAC7) 成 立 . 

(FACS) if A € 27,va e a(L), Æ AN (nara -z, 2) z- Bul 


A Ae T*. Wb n E (E, 17) ARR, WU] R9 (4) = [A]. 由 (FAC5) 
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可 以 推 得 TZ* = N T. 因此 Aer, & 


a€a(b) 
An (Mer) =. 
TEA 


35. 
r€c^(Aa)—-A 
(AUz)n ( n ZET) #0 (由 (FAC7)) 


y€AUx 
AUz¢TI* 
3bco(1), 使 得 a € a(b), AUT gT? 
3bco(1), 使 得 


«et auan] a aftaus - i) z 0 
A 


tt? F 


VEAUz 


€ zre |) cl*(A,b)-A. 


a€a(b) 
因此 (FAC8) 也 成 立 . 口 
定理 4.3.4. WE cl? :22 x o(1) 一 22 满足 (FAC1)-(FAC4) 
及 (FAC5), H M 满足 条 件 (ALPHA). 定义 映射 Ts :22 5 M 
如 下 


Te(4) = 人 fa €o(1):An (nN cl*(A—z, o) X o) . (43) 


则 (E, Zae) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H cl = cl. 
证 明 由 定理 2.1.6, 要 证 明 (E, Tae) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ， 
对 任意 的 a € o(L) 我 们 只 需要 证 明 


A {g (Tae) & AN ( )e*(4 - z, o) #0. (4.3.3) 


EA 
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一 方面 , WA g (Ia, WA a € a(Tu(4))， 所 以 存在 着 
be a(L) 使 得 a c ab) H An (o, mn cl*(A — z, b) #0. 由 (FAC5)， 
有 4n ü N e (4 m0) ) #0 

另 一 方面 , 设 An ( a - 2) #9, 则 存在 be ala) 使 
得 ae alb) HAN ( Nn —- 40. 故 

TEA 


a € ab)c U o(b) a (A L : Arn (naa 一 2 b) 天 ob) 


a€a(b) 

= a(Zu(A)), 
BA, A e (Zae). 从 而 A ¢ (Tac) & An ( Qaa - 2,a)) #0 

FAY cl*|2e x {a} 满足 (FAC1)-(FAC4), 所 以 存在 以 cl^|os xta) 
为 闭 包 算 子 的 分 明 拟 阵 (E, (Tae )?). H A ¢ (Zee )* 当 且 仅 当 
An ( at — g, 2) x 0. ML (Za«)* = (Tae). 由 定理 2.1.6 可 
HE, (E, Za») 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

令 v4e22 H Va e o(1), FHE cl*(A,a) = d3 a (A, a). 

由 (FAC6) 和 (FAC7) 可 知 , 存在 B c 4 使 得 


cl*(A, a) = cl*(B,a), BN ( (1 cl^(B — z, 0) =f, 


ZE 了 


H vy € cl*(B,a) - B, (BUy)N N AU) z 0. BE 
ze Buy 


易 验 证 Be (Ta)! 并且 Buy ¢ (Ta). 于 是 


|B| = (iz. ) (B) < (Rz, )" (Buy) < |Buy| = |B] +1, 
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也 就 是 , (Rz, )) (B) = (Rz. )l (Buy). 故 证 明了 y e c$ a (B,a). 
从 而 ci*(A,a) = cl(B,a) C cl? a (B, a) € clz a (A. a). 
此 外 , 由 于 存在 B € (Tae)! (EFF lf, (4,2) = olf. (B, a) H 
Buy £ (Zaz), y € d$ a (B,a) - B. WBN ( (1d*(B — 2,a)) = 
EB 


和 (punn( Q ertrus- a) £0. 由 条 件 (EACT 可 知 ,ve 
rE Buy 
cl*(B,a). 因此 clZ a (A, a) = clz,, (B,a) G cl*(B,a) Ccl*(A,a). O 


定理 4.3.5. Ut (E, 1) 是 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 Tas = T. 
证 明 vAc 2", 由 于 


Tag(A) = A {a €o(1): An (nasa — t, 2) # o} 
= A{aéa(l): AgI} 
= A{aéa(Ll):a€ a(Z(A))} 
= I(A). 
所 以 Tag = 工 口 


接 下 来 我 们 引入 M- 模糊 化 a- 闭 集 族 . 


定义 4.3.6. 设 (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). 称 映射 72 : alL) > 20? 为 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 
a- 闭 集 族 (M -fuzzifying family of a-flats or a-closed sets), 如 果 Fg 
满足 : Va € a(.L), 


£2(a) = [4 € 2E : Ve € E- ARP (AU e) 4 Ril A)} ， 


其 中 Riel 是 拟 阵 (5,17) 的 秩 函 数 . 
很 容易 验证 M- 模糊 化 a 闭 集 族 满 足以 下 条 件 . va € al) 


-67- 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


(FAF1) E € Fe(a). 

(FAF2) 如 果 A, B € 72 (a), 则 An B € 72(a). 

(FAF3) 如 果 A € 72(a, H {41,42,… ,Ar} € 72(a) 是 
Fea) 中 真 包含 4 的 所 有 极 小 元 的 全 体 , 那么 


Ut - a - E-4. 

(FAF4) VA € 27, 如 果 对 任意 z € A, 都 存在 B. € Fẹ (a) 使 
f$ A-2 CB, Hrg Bi, 当 且 仅 当 对 于 满足 ae alb) BY beal) 
及 vz € A, 都 存在 Bo e F2(b) (878 A- zC B; Hz d Bo. 

证 明 设 c8 是 (£,2) 上 的 M- 模糊 化 a 闭 包 算 子 . 假设 对 
任意 的 ze A, 都 存在 Bi e Fe(a) 使 得 4-zcB 且 zBi. 则 
A zgc2(A-z,a), BAN ( MV =g, a)) =. 由 (FAC5), 对 
FEL a € afb) BY be a(t), An ( NRA- )) - 9, 则 可 
Al z ¢ ez(4 — zb). 从 而 , 存在 B; = cl2(A— z,b) € Fe(b) 使 得 
A-C B, Hg Bz. 反之 也 是 成 立 的 . a 

实际 上 , M- 模糊 化 a- 闭 集 族 也 可 以 用 其 他 形式 表示 . 

命题 43.7. VE (E,7) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). 则 M- 模糊 化 a- RIR 72 : a(1) 一 20^ 还 可 以 表 
IRAs 

F2(a) {A € 2” : cl$(A,a) = A} 
{clZ(A,a) : A e 27} 
{cl¢(B, a) : B e Tiel} 


faz, o) :Bn (none — 2, a))) = o) . 
FOP cg J& (E2) Ef M- 模糊 化 a- 闭 包 算 子 . 
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定理 4.3.8. 设 妃 是 一 个 非 空 有 限 集合 , M 满足 条 件 (ALPHA). 
映射 Fe: a(L) — 20? 满足 条 件 (FAF1)-(FAF3) 及 (FAF4), 则 
存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tro) 使 得 7^ = 72 


Tra’ 


WEB] 设 映 射 cdta :28 xo(1)— 25 定义 式 如 下 
cl¥a (A, a) = (A € F(a): AC Aj, 1i=1,2,...,k}. 


如 果 我 们 想 要 证 明 存 在 一 个 M- BOCA (E, Tra) 使 得 cd 
是 由 (BE,Tr-) 诱导 的 M- 模糊 化 o MART, 我 们 只 需要 验 
证 映射 og。 满足 条 件 (FAC1)-(FAC4) 及 (FAC5). 
(FAC1) 由 dg. 的 定义 有 A Co。(4,a), 则 (FAC1) 成 立 . 
(FAC2) 如 果 A € B C E, 那么 


AC (148: € F”(a): BC Bi, 121,2,---,t) = clz.(B,a) € F*(a). 


故 ， clz« (4, a) € cl. (B, a). 
(FAC3) # A; = cl. (A,a), 则 A; € F%(a). 由 lt. 的 定义 ， 
AR clgs (41,2) € Ar, B Ar cl] (41,0), 也 就 是 ， 


Fa (A, a) = UFa (lfa (A, a), a). 


(FAC4) S038 y € cl. (AUT, a) cl. (A, a), BBA x g cl%a(A, a). 
Wt B = d£. (4a), 由 (FAF3), 存在 一 个 极 小 元 B: € Fe(o) 使 得 
B Ç B, #H«e B1 - B. 从 而 , cl£.(A,a) € d%.(AUa,a) C Bi, 
则 有 elz.(AUz,a) = By. 另外 , 我 们 知道 


clz.(A,a) € cl¥o (AU y, a) € clz (AU z,a) = Bi, 


PRU d2. (AU y, a) = cl%a(AUz,a), TX z € cle (AU y, a). 
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(FAC5) 如 果 4n ( N elz« (A - 2, 2) = 0, 那么 对 任意 的 


ze4,zgc2(4- x,a), 也 就 是 存在 B1 = cl%.(A — z,a) € F%(a) 
使 得 A-r Cc Bi 并且 x ¢ By. 由 (FAF4), 对 任意 满足 条 件 
a € a(b) 的 be o(L), FETE Bo € F%(b) HE A-z C B H zg Ba, 
也 就 是 , z& clz.(A— zb). BAN (ns. — b) =0. 反之 


仍然 成 立 . 

由 定理 4.3.4 可 知 , 由 M- 模糊 化 o- 闭 包 算 子 dga 可 以 诱 
导出 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Taga) , 将 其 简化 为 (E, Tre), H 
cl? = clea. 由 于 


F2,..(a) {A 2® : cl¢(A,a) = A) 
{A € 2 : cl¥.(A,a) = A} 


F(a). 


所 以 对 于 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Ira) 上 的 M- 模糊 化 o- AR 
Ts. (a) = FZ... (a) = F° (a). 

由 定理 4.3.5 和 定理 4.3.8, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E,1), 
我 们 可 以 得 到 Ire = Iaea, = Zag =T. 


(FZ) 


44 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 
P- 闭 集 族 


最 后 我 们 给 出 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 P- 闭 
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定义 4.4.1. UE E E ZERRE. PR cl? : 2F x P(M) 5 25 
为 互 上 的 M- 模 糊 化 P- 闭 包 算 子 , 如 果 对 于 任意 的 v4, Be 2°, 
Vz,y € E fll Va € P(M) 满足 以 下 条 件 . 

(FPC1) AC cl" (A, o). 

(FPC2) B C A > cl" (B,o) C cl (A, a). 

(FPC3) d? (cl? (A,a),a) = cl? (A, a). 

(FPC4) JR y € cl? (AU (z),a) - c^ (A, a), ABA 
z € cd? (AU (y), a). 

(FPC5) An ( 1 d (A — z, 2) =< 3b c P(M) 使 得 

TEA 
bea(a) H AN ( n a^(4 - zb) - 0. 
TEA 

定理 44.2. WE (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ， 定 义 映 射 

cif :22 x P(M) > 2 如 下 

e£ (A,a) = [s € E: R@(A) = R9? (AU 2) (44.1) 
其 中 RO 是 (E, 10) 的 秩 函 数 . 则 af 是 一 个 上 的 M- 模糊 
化 P- HEAT. 

WEB] 显然 ci 15e. ERME (8,700) 的 闭 包 算 子 , 并 且 

A c 109 (sk ROA) = |A) 当 且 仅 当 An ( Qai 22) =0. 
zc 
因此 (FPC1)-(FPC4) 成 立 . 另外 , 由 To = U z? 可 以 推 
bEa(a) 
得 (FPC5) 也 成 立 . 口 


引 理 44.3. 设 qf : 27x P(M) > 27 是 集合 E 上 的 一 个 
M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 , 则 a^ 满足 以 下 条 件 VA e 25 及 
va € P(M), 
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(FPC6) 存在 BC A [818 ci^ (A,a) = cl (B,a), H 
an( N a”(B-z,a)) =Í, (Bun( N seuy-aaj z 9, 
we Buy 


zcB 
HH y € cl (B,a) - B. 
(FPC7) 如 果 An ( n cl (A — z, 2) =0, BA 
re 


€AUV 


(Auy)n ( N P(Auy- za) | #0 HHR y € cl (A,a) - A. 
(FPC8) 如 果 An ( NN af(4— z,a)) =0, 那么 


EA 
cl?(A,b)= N clP(A,a). 
a€a(b) 
WEB] 因为 a? 满足 (FPC1)-(FPC4) 及 (FPC5), 则 对 任意 
a € P(M), 存在 一 个 拟 阵 (E, 1*), 以 Plex 为 闭 包 算 子 ， 
且 4 eI 当 目 仅 当 An ( na (4 -z, a)) = 0， 从 而 (FPC6) 
和 (FPC7) 成 立 . 


(FPC8) A c 2£,a€ P(M), # AN ( Naa- zy =, M] 
TEA 


A Aere. & Ro Fe (E, T°) 的 秩 函 数 , 则 RA) = |A]. 由 (FPC5) 
可 得 T= U Te, PW Aer’, Bl, An ( Qa^ 4-25) =. 
6) TE 


a€a( 
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由 于 
xz €cl?(A,b)-—A 
aun N, ET) #0 (由 A c2*) 


AUzgI* 
Va €E a(b), AUzgI? 


Va € a(b), (AU{z})N ( N ol? (AU {x} - na) #0 
ye AU(z) 
rc N c(Aa)-A. 由 (FPC7). 
b) 


a€a( 


t t $$ $ 


所 以 (FPC8) 成 立 . a 


定理 4.44. Hcl” : 2" x P(M) 一 27 是 集合 已 上 的 M- 模糊 
化 已 闭 包 算 子 . 定义 映射 Zip :25 5 M 如 下 


Tar (A) = A fa € P(M): AN (Qeu -aa # 中 (4.4.2) 


zcA 
JU (E, Tar) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 且 ol? = of p- 
证 明 要 证 明 (E, Tar) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 对 任意 的 
a € P(M), 只 需要 证 明 


A € (Tar)® & An ( (Na (4-2, D) #0. (4.4.3) 


ZEA 


车 4 4 (Ter), WE TalA) <a. 对 于 任意 的 be ala), 存在 
c € P(M) 使 得 be alc) HAN ( QA - 2.9) z 0, 可 以 推 得 


An (nara - 2, i) #0. 由 (FPC5), An (n ci" (A-r, 2) 7 0. 


€A 
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反之 , 如 果 An ( Qs" 4 - a, 2 £0, IBA Ta(A) < a, 也 就 是 
A £ (Za). 
所 以 A g (Zar) S AN ( NaP (A- z,a)) #0. 
ZEA 


因为 cl? [os x {a} 满足 (FPC1)-(FPC4)， 故 存在 拟 阵 (E, (Zap?) 
以 cl? loss ay 为 闭 包 算 子 且 A € (Tae)? 当 且 仅 当 


An ME) #0: 


TEA 


也 就 说 明了 (Zar)? = (Zar) 由 定理 2.1.2, 可 以 证 明 (E, Tar) 
是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

下 证 cl? = el p: 

由 (FPC6) 和 (FPC7) 可 知 , 设 A c 27, 存在 B C 4 使 得 
cd? (A, a) = cl?(B,a), BN (Qe — T, a)) = 0, 且 对 任意 的 


y €cl*(B,a) - B, (BU{y})N ( N el? (Bu {y} -aa #0. BL 
zEBU{y} 
B € (Tar)® H. BU (y) € Zar). 于 是 
|B| = (Rz,p)(B) < (Rz, (BU {y}) < |BU {y}| = |B] +1, 


也 就 是 , (Rep) (B) = (Rrap )® (BU {y}), WR y € cz p (B,a). 所 
VA cl?(A,a) = cl?(B,a) € cd? (B, a) Calf (A, a). 

RZ, 在 (E, (Lar) )) 中 必然 存在 一 个 基 C, $ B= ANC, 
ER olf, (4,a) = AF (Ba) E Be Tyr), 而 且 对 于 任意 的 
y € dy (Ba) - B, BU {y} € Zar). BARAT A UHE 
Bn ( 1 a^(B - 2,2) -0H 

zcB 
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ZI N ova) #0. 


zeBU(y) 
由 (FPC7) 可 知 , y € cl^ (B,a). 因此 ， 
elf, (4,2) = cl? „p (B,a) C cl (B,a) € cl (A,a). 
D 
定理 4.4.5. 设 (E, 1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , WE Tag — 1. 
证 明 vA s 2", 由 于 


Tag(4) = A fe € P(M):An ( n aif (A~2,0)) # of 
TEA 
= AíaeP(M):Ag10) 
= A{ae P(M):Z(A) <a} 
= I(A). 
所 以 Tae = 1. 口 


最 后 介绍 M- 模糊 化 P- 闭 集 族 概念 . 


定义 44.6. 设 (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 我 们 称 映射 
Ff: P(M) — 20°) 为 (E,2) 上 的 M- 模糊 化 P- 闭 集 族 (M- 
fuzzifying family of P-flats or P-closed sets) 满足 : Va € P(M), 


FP(a) = {A € 2 :Vec E-A, RO (Ave) # R(A)}, 


其 中 RO 是 拟 阵 (2,7) 的 秩 函数 . 


由 上 述 内 容 很 容易 验证 M- 模糊 化 P- 闭 集 族 满足 以 下 条 
件 
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(FPF1) E € FP (a). 

(FPF2) A, B € FE (a) > An B e FF (a). 

(FPF3) 如 果 A € FE(a), B. (Au 42.4) € FEl) 是 
Ff (a) 中 真 包含 4 的 所 有 极 小 元 的 全 体 , 那么 


Wer - 4) - E - A. 
#=1 

(FPF4) Va € P(M) , VA € 2", 如 果 对 任意 的 > c A, 都 存 
在 B, € FE(a) 使 得 4-zc Bi 且 z 4 Bi, 当 且 仅 当 存 在 满足 
b € o(a) 的 be P(M), 且 存 在 B; e FP(b) ER A-c CR A 
x g Ba. 

证 明 Uo dé (EI) ER M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 . 假设 对 
任意 的 z c A, 都 存在 Bi € FP(a) [818 A-z CB, Ag Bi. Wi 
a ¢clf(A—z,a), WAN ( N (a£ (A- 2,a)) =. 由 (FPC5), 存在 

rcA 


满足 be ala) 的 be P(M), Æ An ( Q (ez (4 - 2, b) =0, AW 


FER 2 ¢ cl (A-z, b). 从 而 ,存在 Bo = cl (A— z,b) e FP(b) ER 
A-zCB;HzgB;.Bb um. 

实际 上 ，M- 模糊 化 P- 闭 集 族 也 可 以 表示 为 以 下 几 种 形 
式 . 


命题 44.7. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
P HS FP : P(M) — 22°) 还 可 以 表示 为 : ve € P(M), 
ZP(à = {Ae2®:clP(A,a) = A} 
= {clf(A,a): AE 25) 
cl?(B,a): Be 1e) 


cif (B,a): BN (nere - 2) = of . 
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其 中 of 是 (Er) 上 的 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 . 
定理 4.4.8. Vt E 是非 空 有 限 集合 . 映射 FP : P(M) 2 205 
满足 条 件 (FPF1)-(FPF3) 及 (FPF4), 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 
BE (E, Tre) ER FP = FE, 
WEB] 设 映 射 dE» :25 x P(M) 5 2E 定义 式 如 下 
clfr(A,a) -(](4 E€ FP (a): ACA, 1=1,2,--- rk}. 


如 果 要 证 明 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (已 和 rz) 使 得 cdir 是 
(E, Zr») 的 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 , 我 们 只 需要 验证 映射 dkr 
满足 条 件 (FPC1)-(FPC4) 及 (FPC5). 

显然 (FPC1)-(FPC4) 成 立 . 故 只 需 验证 (FPC5) 成 立即 可 . 

(FPC5) 如 果 AN ( Q olze(A - a, 2) = 那么 对 于 任意 的 
ze4,zgcrn(4-za), 也 就 是 存在 B = dEr (A 一 z,a) € FP(a) 
使 得 4 -zc B FH z 4 Bl， 由 (FPF4), 存在 be o*(a), 使 
得 存在 着 B c FP?(b) WE A-r C BHA z ¢ B», WME, 
z g cle(A— zb). BAN ( Nclee(A -z, b) = 9. ARTA, 
所 以 (FPC5) 成 立 . 

由 定理 4.4.4 可 知 , 由 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 ler 可 以 诱 
导出 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tar DF 简单 记 为 (E, Tre), 并 且 
c = d£». 所 以 Va € P(M), FE " (a) = FÈ p (a) = FP (a). a 

由 定理 4.4.5 和 定理 4.4.8, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E,2), 
我 们 可 以 得 到 Trp = Tar. P) = elf = I. 综 上 所 述 ， 在 M- 模糊 
化 拟 阵 族 和 M- 模糊 化 P- 闭 集 族 的 全 体 构 成 的 集 族 之 间 可 
以 建立 起 一 一 对 应 关系 . 
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45 M- 模糊 化 6 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 b- 
FER 


首先 给 出 拟 阵 理论 中 的 开 集 定义 如 下 名. 

定义 设 EF 是 一 个 非 空 有 限 集合 , HÆR oc 为 拟 阵 
M = (ED 的 开 集 族 的 充分 必要 条 件 是 0 满足 以 下 的 性 质 ， 

(O1) 0 e O. 

(02) 如 果 x1, X; e O, 则 xv u Xo eo. 

(03) MR xc 0, A {X1,Xo,- ux 是 全 体 真 包含 在 
中 属于 o 的 极 大 子 集 的 集合 ， 那么 A X;=0. 


下 面 我 们 引入 拟 阵 的 内 部 算 子 . 

ENPI 设 妃 是非 空 有 限 集合 , (5,17) = M 是 一 个 拟 阵 . 映 
Ht In: 2F — 2” 是 拟 阵 M 的 内 部 算 子 如 果子 满足 以 下 条 件 ， 

(NI) In(A) C A. 

(N2) BS4 僵 In(B) C In(A). 

(N3) In(In(A)) = In(A). 

(N4) MFR x,y € A, Hy € In(A) -In(A—2), ABA z g In(A—y). 

对 于 拟 阵 的 内 部 算 子 有 以 下 性 质 成 立 . 

在 拟 阵 M = (E,1) 中 , 对 任意 的 € 2, 存在 B > A, 使 
得 In(B) = n(A) H. B e 1, 同时 对 任意 的 ye B — In(B), 有 
B'Uy£&I. 

在 拟 阵 中 , 内 部 算 子 和 闭 包 算 子 之 间 有 着 密 不 可 分 的 关 
系 . 所 以 我 们 在 M- 模糊 化 闭 包 算 子 的 基础 上 , 引入 M- 模糊 
化 内 部 算 子 的 概念 . 同样 的 当 我 们 在 研究 M- 模糊 化 内 部 算 
子 时 , 也 根据 M- 模糊 化 拟 阵 的 截 拟 阵 的 不 同 给 出 与 截 拟 阵 
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相对 应 的 四 种 不 同 的 M- 模糊 化 内 部 算 子 分 别 为 M- 模糊 化 
b- 内 部 算 子 , M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 , M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 ， 
M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 , 它们 统称 为 M- 模糊 化 内 部 算 子 . 而 
且 他 们 分 别 与 M- 模糊 化 拟 阵 之 回 可 以 建立 起 一 一 对 应 关系 . 
开 集 其 实质 为 拟 阵 内 满足 条 件 In(4) = 4 的 子 集 . 同样 我 
们 可 以 借鉴 M- 模糊 化 闭 集 族 的 研究 方法 来 讨论 M- 模糊 化 
开 集 族 . 我 们 统称 M- 模糊 化 8- 开 集 族 、M- 模糊 化 J- FR 
族 、M- 模糊 化 a- 开 集 族 、M- 模糊 化 P- 开 集 族 为 M- 模糊 化 
FRR. 
首先 , 我 们 引入 M- 模糊 化 6- 内 部 算 子 . 


定义 4.5.1. RE AAS ARBRE, M 满足 条 件 (BETA). 称 
映射 me : 27 x p(T) 2 27 Jy E ERY M- 模糊 化 6- 内 部 算 子 , 如 
果 In? 满足 以 下 条 件 , v4, B € 28, Vr,y € E 及 Va € B(T), 

(FBN1) In*(A,a) C A. 

(FBN2) B C A => In9(B,a) C In*(A,a). 

(FBN3) Inf (Inf (A, a), a) = Inf (A, a). 

(FBN4)Vz,y € A, 如 果 y € InZg(A,a) — Inf (A — 2,0), 那么 
z g In (A — y,a). 

(FBN5)vz € A, An InP(A' Uz,a) = (z) 当 且 仅 当 3b € A(T) 
使 得 a € B(b) H Ve € A, An mP(A'Uz,b) = {2}. 


定理 4.5.2. 设 (E, 1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(BETA). 定义 上 映射 mg : 2E x p(T) — 25 WT: va e B(T) 及 
VA c 2F, 


Inf(A,a) = {z € E: Rj(A') # Rj(A'Uz)) (4.5.1) 
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其 中 Ra ERME (E, La) 的 秩 函 数 , 则 n 是 集合 EE 上 的 一 
个 M- 模糊 化 8- 内 部 算 子 . 

证 明 va € 8(T), Inglasxta 是 某 个 拟 阵 的 内 部 算 子 , 所 以 直 
接 推 得 (FBN1)-(FBN4) 成 立 , 证 明 的 关键 是 验证 (FBN5) 成 立 . 
由 于 Ra) ERMEE (E, 70) 的 秩 函 数 我 们 可 以 推 得 下 面 的 等 
价 式 


A € Tia) € YT € A, An n? (A' Uz, a) = {2}. 


由 定理 1.2.4 中 的 (4), 可知 (FBN5) 成 立 . 口 
引 理 4.5.3. M- 模糊 化 6- 内 部 算 子 满足 以 下 条 件 : VA e 22 
及 Va € B(T), 


(FBN6) 存在 B 2 A 使 得 In5(B,a) = n*(A,a), H Vz ¢ B, 
z € InP(BU z,a), 对 任意 的 ye B- InP(B,a), 3x9 B — y (HB 
zo Inf (B U zo — y, a). 

(FBN7) Zi Vz € A, < € InP(A'Uz,a), 则 存在 2, € Au y 使 得 
zi £ Inf (A Ux, — y,a) & y € A’ — InP(A', a) (3Xy ¢ Inf (A'a) U A). 

(FBN8) Zi Vz € A,z € In? (A' U z, a), WA 


InP£(A',b) = |] 1n9(4’,a). 
bE A(a) 


WEBB 设 映 射 m? : 25 x p(T) > 25 满足 条 件 (FBN1) — 
(FBN4) 及 (FBN5). Va € 6(T), 由 拟 阵 的 内 部 算 子 定义 , 存在 
一 个 拟 阵 (已 五 ) 使 得 hexa 是 它 的 内 部 算 子 , 且 4e 五 当 
且 仅 当 vz € A,z € InPg(A'Uz, a). 则 (FBN6) 和 (FBN7) 显 然 成 立 . 
下 证 (FBN8) 也 成 立 . 

(FBN8) VA € 22 H va € A(T), 如 果 对 任意 的 z c A, 都 
有 ze In4(4/ U z,a), 354 Aer, vee Are In?(A' U z, a). 
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设 Ra 是 (E, Ta) 的 秩 函 数 , 则 Ra(A) = |A], 由 (FBN5) 我 们 知道 


五 = U 五 .所 以 4e 五 ,可 推 得 vz € A,x € In*(A’ Uz, 8). 
bE A(a) 


另外 , Be ¢ mY (Asa) 及 z e A, 则 对 于 每 一 个 满足 


b € B(a) KJ a € p(T) MA x € A 一 In5(4',a). 由 (FBN7) 知 , 存在 

yo € AUz 使 得 yo ¢ InP((AUz) Uyo. a), Jl] AUS ¢ Ta, BM AUT ¢ To. 

所 以 存在 yi € Auz {#748 y, g In? ((AUzyUg;, b) = In? (A'Ug; —z, b), 
由 (FBN7) 又 得 g InP(A',b)U A. 

上 述 证 明 可 逆 , 所 以 可 以 得 到 n(A, b) = „Y Aa) 

o 


定理 4.5.4. 设 me : 2E x p(T) 5 27 是 集合 上 的 M- 模糊 
化 6- 内 部 算 子 , M 满足 条 件 (BETA). 定义 映射 7,5 : 22 一 M 
如 下 


五 ae(4) = V {a € B(T) :Yr € A, An Inf (A'U x,a) = {z}}. 


则 (E, Zine) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , EL In = In... 
证 明 我 们 只 需要 证 明 对 任意 的 ce A(T), 有 
A € (Zine)(a) © Vr € A, AN InP(A' Ua, a) = {2}. 


# a € B(Zine(A)), 则 存在 5 € B(T) f a c pe) H Vz € A, 
AnInP(A' Uz, b) zz). Hi(FBN5), Vr € A, An InP(A' Uz, a) = {x}. 
反之 仍然 成 立 . 

MAE (Zine (a) €? Vr € A, AN InP(A' Uz, a) = {x}. 

由 于 In? |, (4; 满足 (FBN1)-(FBN4), 则 有 拟 阵 (E, (Zip)a) 
以 in? hoe x (0) 为 内 部 算 子 , 则 A € (1,2), 24 HOS ve € A, An 
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In9(A’ Uz,a) = (z), 所 以 有 (Dos). = (Zins )(a)- 由 定理 2.1.4, 则 
(E, Lins) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

下 面 我 们 验证 n? = Ing ,. 

由 (FBN6) 及 (FBN7) 可 知 , 对 任意 的 A € 27, 存在 B24 
使 得 In°(B,a) = In°(A,a), H Ve g B, B'hInf(BUz,a) = (z), 
且 同 时 对 任意 的 y 4 InP(B,a) H y € B, FFE zo € Bi Uy f£ 
得 xo g InP(B U zo — y,a) = Inf ((B' U y)! U zo, a). 由 此 可 以 验证 
B' € (Zine)(a), B' Uy € (Zine )(ay, 于 是 


|B'| = (tz, 5) (B) € (Rz,,5)(a)(B’ Uy) < IB'Uy| = |B'] +1, 


所 以 iz, )(a)(BY) = (ez, s) (" Uy), BI y ¢ T7, (B,a), 这 说 
明 , n (B, a) C In^(B,a). 因此 


Inf. a(4, a)c€ Ing (Ba) S In®(B, a) = In*(A,a). 


另外 , 由 拟 阵 的 内 部 算 子 性 质 可 知 , 对 任意 的 A c 25, 存在 
B 2 AK Ing ,(B,a) = nf, (4,o, 且 对 任意 的 yg Inf (B, a) 
JFH. y e B, 都 有 B' € (s), B Uy € (Za), Afi vx g 
B, B' n In&(B U z,a) = {z}, 与 此 同时 存在 着 zı E€ B’ Uy 使 得 
(B'Uy)NInf(BU z: — y,a) =9,. 由 (FBN7) 可 知 , y 4 In5(B,a). 则 
Inf ,(A,@) = Inf, „(B,a) 2 InP(B, a) 2 InP(A,a). 
所 以 对 任意 的 Ae 25 及 va € A(T), Inf ,(A,a) = InP(A,a). 
口 
定理 4.5.5. 设 (BE,DT) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(BETA). 映射 Inf : 27 x p(T) > a 是 由 (ELT) 诱导 出 的 M- 模 
糊 化 6- 内 部 算 子 ， WA Zas = 
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证 明 对 任意 的 4e 22, 由 于 
Te(4) = V {a € B(T) : Yz € A, An In§(A' Uz, a) = {z}} 
V (a € p(T):AE€ m 


V (a € A(T): a € 8(2(A))) 
(A). 


IX Zo = T. 口 

下 面 介绍 M- 模糊 化 8- 开 集 族 . 

定义 4.5.6. Ut (E, T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(BETA). 称 映射 OF : 8(T) 20^ 为 (E, T) 上 的 M- 模糊 化 6- 
开 集 族 , 其 定义 如 下 : va e p(T), 


O8 (a) = {A E2P : In2(4， a)= A} . 


SEF In? 是 (5,2) 的 M- 模糊 化 8- AMAT. 

命题 4.5.7. WE (E, 1) Æ M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (BETA). 
则 M- 模糊 化 6- 开 集 族 OF : B(T) 一 22°) 满足: Va € 6(T)， 

(FBO1) 0 € OS(a). 

(FBO2) A, B € O(a) > AUB € OP(a). 

(FBO3) 如 果 A € Of(a), E. (A142, , Ax} € O8(a) 是 
Of(a) 中 真 包 含 在 4 内 的 属于 O&(a) 的 极 大 子 集 的 集合 , 那 
A fi A, =b. 


"(FBO4) vr € A, 都 存在 Bi € Os(a) 使 得 Bl c Aur H 
zc Bi, 当 且 仅 当 存在 5e pT) 使 得 ee pe), H Yr e A 都 存在 
B; e O8(b) 使 得 B; C A'Ux Hz € Bp. 

证 明 (FBO1)-(FBO3) 显然 是 成 立 的 . 下 证 (FBO4) 也 成 
立 . 
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设 in? 是 (5r) 的 M- 模糊 化 8- AMAT. 假设 对 任意 
的 zc A, 都 存在 Bi c O8(a) 使 得 B1 C A Uc Hee Bi, Wl 
z € Inf(A'Uz,a), 所 以 An Inf(A' U zz, a) = (z). 由 (FBN5) 可 得 , 
存在 be pT) 使 得 a € p(T) E An Inf(4’ Uz,b) = (z), 从 而 
z € In£(A' Uz,b), 由 (FBN3) 知 , 存在 Bo = Inf(A'Uz,b) € 20 
使 得 B,C A'Uz Hz € Bo. 反之 仍然 成 立 . 

为 了 后 续 证 明 的 需要 , 我 们 给 出 M- 模糊 化 6- — 
多 个 定义 式 . 


命题 4.5.8. UE (E, 7) J& M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (BETA). 
则 M- 模糊 化 8- FRIK OF : pT) 5 22°) 满足 ， 
O(a) = {Ae 2” : Yr E€ A, Ria lA’) # R(A'Uz)) 
= {Inf(A,a): Ae 25] 
Inf(B,a) : B' € Zu) 
In£(B,a) : Vz ¢ B, B' GInf(BUz,a) = {z}}. 


其 中 , m2 是 M- 模糊 化 拟 阵 (已 , 刀 的 M- 模糊 化 8- 内 部 算 子 ， 
Ria) 是 截 拟 阵 (E, (o) 的 秩 函 数 . 

定理 4.5.9. 设 妃 是 一 个 非 空 有 限 集合 , M 满足 条 件 (BETA). 
令 上 映射 oL : B(T) 2 20^ 满足 (FBO1)-(FBO3) 及 (FBO4). WWF 
在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tos) 使 得 


Va € p(T), O° (a) = OF , (a). 
证 明 RERS Ing, :22 x 8(T) > 2E 定义 如 下 


Ings(h,a) =|] {Ai € O%(a) : A; C A2 1,2,--,k). — (45.2) 
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要 想 证 明 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E,Tos), 只 需 证 明 Inf, 是 
(E,Toe) 的 M- 模糊 化 6- 内 部 算 子 , 故 只 要 证 明 va € A(T) 及 
VA € 25, BRAY Inb, 满足 (FBN1)-(FBN4) 及 (FBN5) 即 可 . 

(FBN1) 由 Ind, 的 定义 式 显然 有 In8s(4,a) C A. 

(FBN2) t B c 27 W Æ A c B, Wl I2, (A,.a) C AC B. 又 
根据 (FBO2) 和 定义 式 (3.5.2) 可 以 推 得 , I2, (A,a) € OP(a), K 
Inoo(4,a) C Inos(B,a). 

(FBN3) 由 于 In2,(A,a) € OP(a), 故 


In$, (A, a) € Inf, (InB, (A, a), a), 


又 由 (FBN1) 知 , In£, (A, a) = Inĝ, (In&,(A, a), a). 

(FBN4) Vz,y € A, 如 果 y e Inf, (A,a) 一 Int, (A — z, a), 那么 
z € Ing,(A,a), 由 (FBO3) 知 , 存在 一 个 真 包含 在 Inb。(4,o) 中 的 
极 大 子 集 41 C Inos(4,a) 使 得 z ¢ Ai, WA 


A, © Inf, (A —z,a)C& In$, (A, a), 
故 4 = In$s(A —2,a). X y g In$,(A — x,a), Jl 
A; = Inf, (A-2z,a)C Inf, (A-—y,a)& Inf, (A, a), 

由 (FBO3) 可 知 , A; = In6s(4 — ya), 所 以 g In, (A — y,a). 

(FBN5) 设 对 于 任意 的 z € A, An Inf, (A Uz,a) = (z), 则 
z € Inf, (A'Uz,a) 又 由 (FBO2) 知 In£,(A' U z,a) € OP(a), 故 
由 (FBO4), 有 be A(T) H. a f(b), 存在 B; c O^(b) 使 得 B. C 
A Uz Hare Bo. KR Bc In$, (A Uz,b), 所 以 x e In? (A' Ua, b), 
Wl AN Ina (A Uz,b) = {x}. 

由 定理 4.5.4 可 间接 推 得 , 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E， Ty )> 
其 对 应 的 M- 模糊 化 8- ABBA 12 = Im8。 实际 上 , 也 就 得 
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到 (E, Tos) = (E, e ,). 由 于 


OF ,lo) = {Ae 2”: Inf(A,a) =A} 
, € 28 : In8,(A,a) = A} 
= OF(a). 
所 以 M- 模糊 化 拟 阵 (E,Tos) 所 对 应 的 M- 模糊 化 6- 开 集 族 
就 是 OF. 也 就 是 , 对 任意 a € A(T), 有 OF, (a) = O7,,(a) = 
OP (a). o D 


由 定理 4.5.5 和 定理 4.5.9, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E,T), 
M 满足 条 件 (BETA), 可 以 得 到 以 下 结论 


Ios = Tine (08) = Tne =T. 


Inz 


所 以 在 一 个 有 限 集 合 E 上 的 M- 模糊 化 拟 阵 族 和 所 有 M- E 
糊 化 6- 开 集 族 的 全 体 构成 的 集 族 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 . 


46 M- 模糊 化 J 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 J- 
开 集 族 


首先 , 介绍 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 及 其 相关 性 质 . 
定义 4.6.1. 设 互 为 非 空 有 限 集 合 , 称 In7 :22 x J(M) 一 22 
AE EAS M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 , 如 果 In^ 满足 以 下 条 件 . 


VA, B € 2", Vz,y € E E Va € J(M), 
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(FJN1) In"(A,a) C A. 

(FJN2) BC A > In"(B,a) C In"(A,a). 

(FJN3) In" (In7(A,a), a) = In"(A, a). 

(FJN4) Vz,y € A, 如 果 y c In"(A,a) — In"(A — z,a), 那么 
z d In" (A — y,a). 

(FJN5)Vz € A, An In"(A'Uz,a) = (z) 当 且 仅 当 vb € B*(a) 
满足 Vz € A, An In" (A'Uz,b) = {z}. 


定理 4.6.2. 设 (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 定义 映射 Inz : 
2E x J(M) 2 258 如 下 


Inz(A,a) = {z € E: R(A") Z R(A'Uz)), 
其 中 Ra 是 拟 阵 (E, Zia) 的 秩 函 数 , 则 Ind 是 (E, 2) 上 的 M- 模 
糊 化 J- ARAT. 

证 明 在 拟 阵 中 (N1)-(N4) 成 立 , 所 以 va € J(M) 显然 可 以 
推 知 (FJNI)-(FJN4) 对 Inz 是 成 立 的 ,证 明 的 关键 是 验证 (FJN5) 
成 立 . 由 于 Ru 是 截 拟 阵 (E, Zia) 的 秩 函 数 我 们 可 以 推 得 下 面 
的 等 价 式 


A € yj €& Yr € A, An In" (A Uz,a) = {x}. 


由 定理 1.2.4 中 的 (3), 可 知 (FJN5) 成 立 . 口 
引 理 4.6.3. 一 个 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 还 满足 以 下 条 
fF: VA € 2 X Vac J(M), 
(FING) 存在 B 2 A {#49 In" (B, a) = In’(A,a), 且 对 任意 的 
r£ B,z €In’(BUz,a), [AY vy € B—In"(B,a) PFE to  B— y 
使 得 zo ¢ In" (BU zo — y, a). 
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(FIN?) WME Ve € Ayr € In? (A' U z,a), 那么 存在 zi1 € AUy 
使 得 rı g n(A Ur -y a) eye In?(A’,a) U A. 
(FJN8) 如 果 Yz € A, z € In" (A'U z, a), 那么 
In"(4A',a) = f) In"(A',b). 
be8(a) 


证 明 设 映 射 In : 27 x J(M) 一 27 满足 条 件 (FJN1) - 
(FJN4) 及 (FINS), Jl] va € J(M), 可 以 推 证 In’ [22x (0; 是 某 个 
TAEE (E, 7.) 的 内 部 算 子 , A 

A€1, Va € Az € In’(A’ Uz, a). 
(FING) Al (FIN7) EIU (E, Ta) 中 是 成 立 的 . 

(FJN8) VA € 27 H va e J(M), 如 果 对 任意 的 z e A, 都 
É zcIn'"(Auza),354 A € Ta. 设 Ra Æ (E, Ta) HRB 
则 Ra(A) = |A], 由 (FJN5) 可 知 , 五 = ， Q 五 所 以 we Bla) 有 
Ac. 

Harg ， A PU) Hag A, 则 可 知 存在 be B(a) 使 得 

€ F(a 
z € A'—In’(4’,b). 由 性 质 (FJN7) 知 , 存在 着 yo € AU z 使 得 
yo € In" ((AU z)' Uyo, b), 又 由 (FJN5) 可 以 得 到 


(AU z) In" ((AU z)' Uy,a) — 0, 
由 (FJN7) 可 知 , z g In" (A', a) U A. 
反之 也 成 立 , 所 以 可 以 得 到 m7 (A^,a) = ; A A'b). o 
定理 4.6.4. 设 In7 :25 x J(M) 5 2E 是 集合 E ER M- 模糊 
化 J- ARAT. 定义 映射 Tins : 2% 一 M 如 下 
Tins (A) = V {a € J(M) : Yz € A, AN In’ (A Usa) = {7}}. 
(4.6.1) 
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则 (E, Zins) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , ELI" = Inz, ,. 
证 明 :我 们 只 需要 证 明 对 于 任意 的 ce JM) A 
A € (Zr) € Vr € A, An In’ (A! Uz, a) = (x). 
Wt Lins (A) 2 a, Jl] vo € 8*(a) 存在 ce J(M) {849 b € 6*(c) FL 
Vz € A, AnIn"(A'Uz,c) = {x}, 由 (FIJN5) 可 以 推 知 
Vz € A, An In"(A' Uz, b) = {z}, 
再 次 应 用 (FJN5) 可 知 , vz € A, An In" (A! Uz, a) = (z). RZ, 若 
Va € A, AnIn" (A'Uz,a) = {x}, 由 定义 式 (3.6.1), BIR Iin (A) > a, 
故 Ac (Zins) {a}: 
由 于 In” |2ex (a) 满足 (FJN1)-(FJN4) 及 (FJN5), 则 存在 拟 
阵 (E, (Zins a) 以 In” |o2x {a} 为 内 部 算 子 ， 则 Ae (Lins )a MB 
[X34 Vz € A, AnIn" (A'Uz,a) = {2}, 所 以 有 (Zins )e = (Lins) Ja)» 由 
定理 2.12, (E, Lins) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 
FHE In’ = Ing ，. 
一 方面 , Va e J(M) 及 VA e 25, 由 (FJN6) 可 以 推 知 , 存在 
了 324 使 得 了 "(B,o) = In’(A,a), 且 对 任意 的 >KB， 
B'nIn?(BUz,a) = {z}, 
IX B' € (Zinz) fa}. Vy Z In" (B,a) U B', H(FJNT), A zo € B'Uy f 
得 zo g In"(BUzo — y, a) = In" ((B'Uy) Uzo, a), 则 B'Uy ¢ (Zia) Jay, 
从 而 由 拟 阵 的 性 质 可 得 
|B'| = (Rz s )la(B’) < (Rins) (B UY < |B' Uyl = |B'] +1, 
有 (Fi, 5 )fa}(B’) = (Ris Jia] (B’ U y), 故 y £ Inž , (B, a), 因此 ， 
Inz , (B, a) € In"(B, a). 则 


In, (A, a) € Ing, ， (B, a) je In"(B, a) = In’ (A, a). 
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另 一 方面 , 由 拟 阵 的 内 部 算 子 性 质 可 知 , 对 任意 的 4e 27, 
存在 着 B 2 4 使 得 zz ,(B,a) = Ind, (4,0), 且 对 于 任意 的 
y € B-Inz ,(B,a), HA B' € (lys), B' Uy € (Lins) fap, 从 而 有 
Ve ¢ B, B'hIn"(BUz,a) = {2z), 且 同时 对 任意 的 ye B—1n"(B,a), 
存在 zi € B'Uy f818 (B'Uy)nIn" (BUz, —y, a) = 0, By € In" (B, a). 
则 nz. ,(A,a) = Inz, , (B,a) 2 In"(B,a) 2 In"(A,a). 

所 以 对 任意 的 4e22 及 Va € J(M), Inz, ,(4,a) = n” (A,a). 

D 
定理 4.6.5. 设 (EZ) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映射 


In; :27 x J(M) — 27 是 (E,1) 上 的 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 , 则 
Ting = 1. 


WEB] 对 任意 的 4e 27, 由 于 


Toz(4) = V{aeJ(M):Vre A, AN In}(A! Uz, a) = {x}} 
= V {a € J(M) : A € Tia} 
= Víae J(M):1(A) 2 a) 
= ZI(A). 
E S =T. 口 


下 面 介 绍 M- 模糊 化 J- FRR. 
定义 4.6.6. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映射 
OF : J(M) — 20 ) 为 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 J- 开 集 族 , 其 定义 
如 下 
Oi(a) = {A € 2 : Va € A, Rig(A’) # Rio(A' Uz)}. 


其 中 Ra 是 (E, 1,44) HRM. 
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命题 4.6.7. 设 (E, 2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
J- FF RR OF : J(M) ^ 22°) HER Va € J(M) H vA € 25 

(FJO1) 9 € OF (a). 

(FJO2) A, B € O(a) > AUB € OF (a). 

(FJO3) 如 果 A € OZ(a) H {41,42,… , Ax) € OF(a) 是 
O£(a) 中 真 包含 在 4 内 的 属于 Ol) 的 极 大 子 集 的 集合 , 那 
么 f14 -9. 


(FJO4) Vz < A, 都 存在 Bi € Olla) E Bi c Aue H 
ze By, 当 且 仅 当 vo € b(a), 对 任意 的 re 4 都 存在 Bs € OT(b) 
{845 B,CAUzHzcB. 


证 明 由 拟 阵 的 开 集 性 质 (FJO1)-(FJOS) BRERA. 
下 面 只 需 验证 (FJO4) 也 成 立 . 

设 zz 是 (5,7) 的 M- 模糊 化 J- ARAT, 由 Oz(o) 的 定 
义 式 很 容易 验证 

A € O(a) & A = InZ(A,a). 

Zi Vr € A, 都 存在 Bi € OF(a) HB, C A'Uz Hx € Bi, Bill 
可 知 z € InZ(81,a) € InZ(A' Uz,a), 所 以 An InZ(4' Uz,a) = {2}. 
由 (FJN5) 可 得 , vb c (a) 满足 Vz € A,.AnInI(A'Uz,b) = {z}, 
从 而 z € InZ(A' U z, b), 即 存在 B; = InZ(A'Uz,b) e OZ(b) ER 
Bic A'Uz He By. 反之 仍然 成 立 . 

下 面 给 出 M- 模糊 化 J- 开 集 族 的 其 它 定 义 式 ， 

命题 4.6.8. Ut (E,1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
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J- FRIK OF : J(M) ^ 22°) 满足 : 
O£(a) (A € 2E : In7(A,a) = A} 
(InZ(A,a) : A € 27) 
{Inz(B, a) ;B'e Tu 
(InZ(B,a) : Vz ¢ B, B' hInz(BUz,a) = {x}}. 


其 中 Inf 是 M- 模糊 化 拟 阵 (5,7) 的 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 . 

定理 46.9. Ub 已 是 非 空 有 限 集合 , > 07 : J(M) 一 22°) 
满足 (FJO1)-(FJO3) 及 (FJO4)， 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 
(E,2o:) 使 得 Of ,= O7. 

证 明 设 映 射 Ings :22 x J(M) 一 22 定义 如 下 

Ings(A,a) =|] {Ai € OP (a): 4 C Ai=1,2,...,k}. (4.6.2) 


我 们 只 需 证 明 np 是 集合 E 的 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 , 则 由 
定理 4.6.4 可 以 证 明 存 在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tos). 显然 映 
射 Ing, 满足 (FJN1)-(FJN4), 下 证 (FJN5) 成 立 . 

(FJN5) 设 Vz € A, ANIngs(A’ Uz, a) = {2}. Wl] z € InZ;(A'U 
z,a) 由 (FJO2) 知 InZ;(A' U z,a) € O7 (a), 故 满足 (FJO4) 的 前 
提 条 件 , 所 以 V6 € Bla), 有 Be e O"(b) EI B: c Aus H 
z € Bo. BCA Bo C Ing.(A’ Uz,b), 所 以 ze Inov(4uUz), 即 
AN Ing5(A’ Uz, b) = (x). 

由 定理 4.6.4 可 间接 推 得 , 存在 一 个 M- BCI (50), 
其 对 应 的 M- 模糊 化 J- 内 部 算 子 Inz = Ings. 实际 上 , 也 就 得 
到 (E,19:) = 2 由 于 

of (a) = {Ae25:Int(h,0)= 4} 
{A € 2 : Ing,(A,a) = A) 
€ (a). 
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所 以 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Zos) 所 对 应 的 M- 模糊 化 J- 开 集 族 
就 是 O7. 也 就 是 , 对 于 任意 ce J(M), 有 


Oi, (a) =04,(0) = 07 (a). 


口 
由 定理 4.6.5 和 定理 4.6.9, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, T), 
我 们 可 以 得 到 以 下 结论 


Loz = Tns(02) = Tg =T. 


所 以 在 一 个 有 限 集合 E 上 的 M- 模糊 化 拟 阵 族 和 E 上 的 M- 
模糊 化 J- 开 集 族 全 体 所 构成 的 集 族 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 ， 
任意 的 M- 模糊 化 拟 阵 都 存在 唯一 的 M- 模糊 化 J- 开 集 族 与 
之 对 应 . 


4.7 M- 模糊 化 a 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 oa- 
开 集 族 


下 面 引 入 M- 模糊 化 o- 内 部 算 子 的 定义 . 

定义 4.7.1. 设 互 为 非 空 有 限 集合 , M 满足 条 件 (ALPHA). 
称 映射 In* : 2E x o(1) 一 22 为 上 的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 ， 
如 果 me 满足 以 下 条 件 , VA, B € 27, Vz,y € E IX Va € a(1). 

(FAN1) In°(A,a) C A. 

(FAN2) B C A= In^(B,a) C In^(A, a). 
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(FAN3) In*(In*(A, a), a) = In^(A, a). 

(FANA) Vz, y € A, Zi y € In^(A,a) — In°(A — z, a), 则 
z £ In^(A — y,a). 

(FANS)Vz € A, An In?(A'Uz,a) = (z) 当 且 仅 当 对 于 满足 
a € o(b) BY b € a( L) Sj Vz € A, An In? (A'Uz,b) = {2}. 


定理 4.7.2. Vt (E, 2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(ALPHA). 定义 映射 mg :22 x o(1) 一 22 如 下 


In2(A,a) = [s € E: ROA’) 4 Rlel(A' uz) ， 


其 中 了 是 拟 阵 (E, 2127) 的 秩 函 数 , 则 im 是 (5,7) 上 的 M- 横 
糊 化 a- AMAT. 

WEB] 与 M- 模糊 化 8- 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 J- 内 部 算 
子 的 证 明 方法 相似 , 可 以 很 容易 的 推 证 下 面 得 等 价 式 成 立 . 


A € Tel & Vre A, ANIn*(A’ Uz,a) = {2} 


从 而 , 由 定理 1.2.4 中 的 (5), 可 知 (FANS) 成 立 . a 

引 理 4.7.3. M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 有 下 列 性 质 , VA € 2° 
X va € o(.L), 

(FAN6) 存 在 B 2 A 使 得 In*(B,a) = In*(A, a), 且 对 任意 的 
z g B,z € In"(BUz,a), 同时 对 任意 的 ye 了 3-4 存 在 zog&B-y 
使 得 zo ¢ In°(BU zo — y, a). 

(FAN7) 如 果 对 任意 的 Ae 25, 都 有 Vz € A, z € In^(A'Uz, a), 
那么 存在 zi € huUy 使 得 z1 g In*(A'Uri -y, a) & y g In*(A', ajUA. 

(FANS) Ë Vz € A,x € In"(A' Uz, a), Bill 

In*(A’,a)= (^ m*(A',0). 
a€a(b) 
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WEB] 由 M- 模糊 化 o 内 部 算 子 的 基本 性 质 可 知 存在 一 
个 拟 阵 (E, Ta) 使 得 “jzsxtel 是 它 的 内 部 算 子 , H 


AET, + Vz € A,z € In*(B’ Uz,a). 
则 (FAN6) 和 (FAN7) 是 成 立 的 . 
(FANS) VA € 27 H va € a(L), 如 果 对 任意 的 z c A, 都 有 


TEe In^(A' U z,a), 那么 4 € Ta. 设 Ra 是 (E, Ta) 的 秩 函 数 ， 则 
Ra(A) = |A], H (FANS) B] Ail J = 5 y ve 所 以 
Ef (a 


AcT, # Vz € A,x € In*(A’ Uz, b). 


另外 , t x g In*(A/,a) Ma d A. 由 (FAN7) 知 ,存在 yo € AU 
使 得 


yo Z In*((A Uz)’ U yo, a), 


Wi (AU z) n In*(A' U yo — z, a) = 0. 由 (FAN5), 存在 be o(1) H. 
a € a(b) 使 得 (AU x)nIn?(A'Uyy — z,b) = 0, HAP yy € Aus. 
由 (FAN7)z g In^(A',b) UA, 所 以 zg& N In"(A',b)U A. 

a€a(b) 


-EXRUEAA AE RY AY, 所 以 可 以 得 到 In*(4',a) = A, In*(A', b). 
口 
定理 4.7.4. UE In? :27 xo(1) 一 23 是 集合 已 上 的 M- 模糊 化 
a- 内 部 算 子 . M 满足 条 件 (ALPHA). 定义 映射 Tino : 22 一 M 
如 下 


Zino (A) = Aa €o(L):3r € A, AnIn^(A'Uz,a) = 0). 


则 (E, Tine) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H. In* = Ing a. 
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证 明 我 们 只 需要 证 明 对 于 任意 的 ce o(1), 有 
A g (Ts)! & 3c € A, AN InP(A' Uz, a) = 0. 


因为 


Ag (Zine)! € ae o(Zine (A)) 
«€ weal) 使 得 acab) H 
Jz € A, AN In*(A’ Uz,b) = 0 
€ 3reA,AnIn*(A'Uz,a) - 0 由 (FANS). 
由 In*|22x (4j 满足 (FAN1)-(FAN4), 则 存在 拟 阵 (E, (Zin=)*) 
以 In?|»z x (a) 为 内 部 算 子 ， 则 AE (Tina)? 当 且 仅 当 
Vr € A, An In (A' Uz,a) = {z}, 
所 以 (Zine )* = (Zine )!”. 由 定理 2.1.6, (E, Zine) 是 一 个 M- 模糊 
化 拟 阵 . 
下 面 我 们 验证 n° = 12 .. 
由 (FAN6) 及 (FAN7) 可 知 , 对 任意 的 A c 25, 存在 B24 使 
得 In^(B, a) = In^(A,a), 有 Vz ¢ B,B'NIn*(BUz,a) = (z), HI 
时 对 任意 的 ye B — In*(B,a), 存在 zoe B'Uy 使 得 


Zo ¢ InP(BU zo — y, a) = In*((B’ Uy)’ U ao, a). 
由 此 可 以 验证 B' € (Zine "1, B' Uy ¢ (Ime), 于 是 
|B'| = (Rz...) (B^) < (Rz...) (B' Uy) < |B’ Uyl = |B'| +1, 


所 以 (Rtina )) (B) = (Ra, ) (B Uy), BI y ¢ Ing, (B, a), 这 说 明 ， 
Inĝ , (B, a) € In*(B,a). 从 而 


Infa (A, a) € Inz. , (B, a) C In*(B,a) = In^(A, a). 
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另 一 方面 , 由 拟 阵 的 内 部 算 子 性 质 可 知 , 对 任意 的 A € 22， 
存在 着 B 2 A 使 得 Inf. (Bc) = In2,,(A,a), 且 对 于 任意 的 
y € B - In. (B,a), 有 B' € (Tmo)! Al B'U y ¢ (nn)a, 从 而 可 
Al Va ¢ B, B'hnIn"(BUz, a) = {z}, 同 时 对 任意 的 ye B—In^(B, a), 
存在 zi € B Uy 使 得 (B'Uy)nIn*(BUz; —y, a) = 0, Bly € In^(B, a). 
则 In£... (A, a) = Inĝ „a (B, a) 2 In^(B,a) 2 In?(A, a). 

所 以 VA € 27 & va € o(L), Ing, , (A, a) = In*(A, a). oO 

定理 4.7.5. Wt (E, 1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). BRAY Ing :22 x a(L) 一 22 是 (E,2) 上 的 M- 模糊 化 
a- 内 部 算 子 , 则 Ting =Z. 


WEB] 对 于 任意 的 Ac 2", 由 于 


Ting(A) = Af{aea(l):3ze A, AnInz(A'Uz,a) = 0) 
= Aíaeco(L):Ag zi) 
= Alíac€o(L):a€o(Z(A))) 
= ZI(A) 
所 以 Tine =T. n 


定义 4.7.6. 设 (E, T) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). 称 映射 OF : alL) — 20? 为 (E,D) 上 的 M- 模糊 化 
a- FRK, 其 定义 如 下 : va eo(1), 

O£(a) = {A € 2? : In(A,a) = A}, 


其 中 Ing 是 (5,17) 的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 . 


命题 4.7.7. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(ALPHA). 则 M- 模糊 化 a- 开 集 族 O2 : a(1) — 22") 满足 : va € 
a(l) H. VA e 25, 
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(FAO1) $ € O£(a). 

(FAO2) A, B € O2(a) > AU B € O2(a). 

(FAO3) 如 果 A e OF(a), H (41,42. Ak) € OF(a) 是 
O£ (o) 中 真 包含 在 4 内 的 属于 Ofc) 的 极 大 子 集 的 集合 , 那 
ANA =6. 


i=1 


(FAO4) 对 任意 的 x € A, 都 存在 Bi € O2(a) 使 得 Bi C A'Uz 
且 ze Bi, 当 上 且 仅 当 对 任意 满足 ae pb) f beall) & vc c A, 
都 存在 B, c O2(b) 使 得 Bo C 4'Uz 且 ze Bp. 


证 明 (FAO1)-(FAO3) 显然 是 成 立 的 . 下 证 (FAO4) 也 成 立 . 

Bt Ing 是 (E,7) 的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 , 设 vz e A, 存在 
B, € OF(a) {#78 BcA uz Hren, 则 可 知 ze Inz(A' U z, a), 
所 以 AnIn2(A'Uz,a) = (z). H(FANS), Vb € a(L) H. a € a(b), 
有 AnIng(A'Uz,b) = (x), 从 而 有 ze Ing(A' U z,b), 即 存在 着 
Bz = InZ(A' Uz, b) e O2(b) 使 得 B; C A'Uz Hee B». 反之 仍然 
成 立 . 口 

我 们 再 给 出 M- 模糊 化 开 集 族 的 其 他 描述 方式 . 


命题 4.7.8. 设 (E1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). 则 M- 模糊 化 a- 开 集 族 O2 : a(1) ^ 20^ 满足 ， 


O2(a) (A € 2 : Yz A, Rl? (A^) z Rlel(A' U z)) 
{In¢(A,a) : A € 2F) 
{In¢(B,a) : B' e Til} 


{In¢(B, a) :Vz B, BJ'hIng(BUz,a) = (z)). 


其 中 Ing 是 M- 模糊 化 拟 阵 (E.T) 的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 ， 
Riel 是 截 拟 阵 (E, 117) 的 秩 函数 
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定理 4.7.9. RE BIESARAA, M 满足 条 件 (ALPHA). 
AB OF : alL) 一 20” 满足 (FAO1)-(FAO3) 及 (FAO4). WA 
在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E,To-) 使 得 OF, = O7. 


证 明 设 映 射 nga : 25 x o(1) 一 22 定义 如 下 


Ing. (4,a) =( J(4: € O*(2) : A; C A,i=1,2,.… K). 


只 需 证 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Toa), E14 Ing. 是 (E, Toa) 
的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 , 我 们 易 验 证 Va e a(l) H VA € 27, 
映射 Ing. 是 满足 (FAN1)-(FAN4). 

(FAN5) 假 设 对 任意 的 z € A, ANIng.(A’ Uz,a) = {2}, Jl 
z € Ing.(A’ Uz,a). 又 由 (FAO2) 知 In. (A' Uz,a) € O*(a), BOR 
足 (FAO4) 的 条 件 , 所 以 Vb € o(1) H a € alb), 存在 B; € O^(b) 
使 得 B, c A'Uz 并且 zx € Bo. WE Bo C Ing. (A' U x, b), 所 以 
z € In%.(A’ Uz, b), Bl An Ing. (A Uz, b) = (zx). 

由 定理 4.7.4 可 间接 推 得 , 存在 一 个 M- BBCI (E, Tinga)» 
M 满足 条 件 (ALPHA), 与 其 相对 应 的 M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 
In = Ing. 实际 上 , 也 就 得 到 (E, Toa) = (E, Img) 由 于 


OF ala) = {Ae 2": Inz(A,a) = A} 
= {Ae 2” :Ing.(A,a) = A} 
= O*%(a). 
所 以 OF, (a) = OF, (a) = O%(a). n 


由 定理 4.7.5 和 定理 4.7.9, 对 于 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (已 , 刀 ， 
若 M 满足 条 件 (ALPHA), 我 们 也 可 以 得 到 以 下 结论 


Ios = Ime(03) = Ting =T. 


— 99 — 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


所 以 一 个 有 限 集合 E LES M- 模糊 化 拟 阵 和 M- 模糊 化 a- FF 
集 族 之 间 可 以 相互 刻画 . 


48 M- 模糊 化 P 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 
P- 开 集 族 


最 后 介绍 M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 和 M- 模糊 化 P- HR 
族 . 


定义 4.8.1. 设 五 为 非 空 有 限 集合 , 称 In? :22 x P(M) 5 2 
为 E 上 的 M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 , 如 果 In? 满足 以 下 条 件 ， 
VA, B € 27, Vz,y € E Va € P(M). 

(FPN1) In?” (4,a) C A. 

(FPN2) B C A > In?(B,a) C InP(A,o). 

(FPN3) In" (InP(A,a),a) = InP(A,a). 

(FPN4) Vz,y € A, E y € In" (A,a) — In? (A — x,a), Uli 
z g InP(A— y,a). 

(FPN5)vz € A, An InP(A' U x,a) = {x} 当 且 仅 当 3b € o*(a) 
使 得 vx € A, An InP(A'Uz,b) = {x}. 


EH 4.82. 设 (E, 1) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , XE MBH Inf : 
2E x P(M) 2 25 "lH F: VA € 25 Rae P(M), 


InZ(A,a) = {z € E: RO(A') 4 RO{A'U z)} (4.8.1) 
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其 中 RO) 是 拟 阵 (5,107) 的 秩 函 数 , 则 mz 是 (5,7) 上 的 M- 
模糊 化 P- 内 部 算 子 . 


证 明 在 拟 阵 中 (FPN1)-(FPN4) 显 然 成 立 , 下 面 验证 (FPN5) 
成 立 . 
假设 Vz € 4,4NnIn?(4'Uz,a) = {z}, 则 


Va € A,z € In? (A'Uz,a). 
由 定义 式 (3.8.1) 知 , Vz € A, RO(A — z) z ROA). 设 o 是 由 
(E,Z) 所 诱导 的 M- 模糊 化 P- 闭 包 算 子 , 有 

Va € A,z € cl£(A—2,a). 
由 M- 模 糊 化 P- 闭 包 算 子 的 性 质 有 4 e1(0. RTO = U 10, 
JU 3b € o(a) 使 得 4e 19, Bp a 

Va € A, An InP(A'Uz,b) = (z). 

SEERA ERE RT 3, 所 以 (FPN5) 成 立 . a 


引 理 4.8.3. M- 模糊 化 a- 内 部 算 子 具有 以 下 性 质 , VA e 22 
E Ya € P(M), 

(FPN6) 存在 B 2 A 使 得 In" (B,a) = In" (A,a), 且 对 任意 
的 zg B,z € InP(BUz,o), FI] XHERE] y € B- In^ (B,a) 存在 
To g B — y 使 得 x £ In?” (B U zo — y, a). 

(FPN7) 若 Vz E 4,7E In? (A’ U z, a), 则 存在 2, € AU V 使 得 
zi £ In? (A Uz — y,a) & y Z In” (A',a) U A. 

(FPNS)Vz € A,z € InP(A'Uz, o), 4 InP(A',6) = U m wo) 

a€a(b 
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证 明 设 映 射 In? : 2E x P(M) — 25 满足 条 件 (FPN1) - 
(FPN4) 及 (FPN5), 由 拟 阵 的 内 部 算 子 定义 有 一 个 拟 阵 (E, Ta) 
1818 In? hexa 是 它 的 内 部 算 子 , H 


A€Z, e Vz € A,x € In?” (B' Uz, a). 


则 (FPN6) 和 (FPN7) 显 然 成 立 . 下 证 (FPN8) 也 成 立 . 

(FPN8)vb € P(M), Zi x g InP(A',b) H. z g A, Jl Iyo € AUz 
使 得 yo g InP((AUx)' Ugo, b), 由 (FPN5), Va € a(b), 3y; € AUz f& 
18 (AU z) n InP (4 Uy, — z,a) = 0. H(FPNT), z ¢ InP(A',a)U A, 
所 以 zg U In?” (A’,a). 


aca(b) 


上 述 证 明 是 可 道 的 , 所 以 In? (45,5) = U, In?(4’,a). O 


定理 4.84. 设 In? : 27 x P(M) > 2° 是 集合 E LA M- 模 
糊 化 P- 内 部 算 子 . XE CBU Te :22 一 M 如 下 
Taz(4)= 人 {esPM):aze44nm (A' Uz,a) = 0). 
Jl] (E, Imr) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , H In" = mmz p. 
证 明 我 们 只 需要 证 明 对 任意 的 ce P(M), 有 
Ag (Liar) 全 are44nIne(4uca)=0. 
Wt Lnr (a) < a, Bt] 


Tyr (a)<a € Vbeo(a)3c € (Tyr (A) EE 
beal) H 3ze A,ANIn?(A’Uz,c) - 0 
€ Vbco(a),3z; € A, AnInP(A'Uzi,b) - 0 
€ Irz € A,ANIn?(A' Uae, a) =O. 
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由 于 In? |oex (0) 满足 (FPN1)-(FPN4) 及 (FPN5), 则 存在 拟 
ME (E, Zinr a) 以 In?laexfa) 为 内 部 算 子 , 从 而 4e (Tne), 4E 
[24 Yr € A,ANIn?(A' Uz,a) = {2}, 所 以 有 (Zine a = (Lin). 
由 定理 2.1.2, (E, Tye) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

我 们 验证 vA € 27 及 vae P(M), Im (4,a) = In? ,(A,a) 的 
方法 与 上 面 三 类 M- 模糊 化 内 部 算 子 的 证 明 方 法 相 类 似 ， o 


定理 4.8.5. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映射 
In? : 27 x P(M) ^ 2? 是 由 (E,Z) 诱导 出 的 M- 模糊 化 P- 内 部 
AF, 则 五 8 =. 


WB] 对 于 任意 的 4e 2”, 由 于 


Tong(4) = AM{aeP(M):3z€ Ah,ANInT(A Uz,a)=0) 
= A{ae P(M):Ag 10) 
= Aíac P(M):1(A) Xa) 
= I(A). 
所 以 Tae =T. o 


最 后 引入 M- 模糊 化 P- 开 集 族 的 定义 . 其 定义 方式 及 研 
究 方 法 与 上 述 三 种 M- 模糊 化 开 集 族 相 类 似 . 


定义 4.8.6. Ut (E,2) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映射 
OF : P(M) — 205 H (E, 2) 上 的 M- 模糊 化 P- 开 集 族 , 其 定义 
如 下 : Vac P(M) 


OF(o)={4e22:Inz(4,a)=4)}， 
EP Inf 是 (E,Z) 的 M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 . 


命题 4.8.7. 设 (已 刀 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
P- 开 集 族 OF : P(M) — 22”) 满足 : Va € P(M) 和 vA € 2°, 
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(FPO1) 6 € OF (a). 

(FPO2) A, B € OF (a) => AU B € OF (a). 

(FPO3) 如 果 A e OF (a), H (41,42. , Ax) € OF(a) 是 
OF (a) PHASE A 内 的 属于 OF (a) 的 极 大 子 集 的 集合 , 那么 
n Ai — 9. 


(FPO4) Vz c A, 都 存在 B, c OP (a) 使 得 Bl C A'Uz Hf 
ze Bi, 当 且 仅 当 存 在 be P(M) 使 得 be ala), Vr c A 都 存在 
Bo € OP(b) (848% B, C A'Uz Hz € Bo. 


证 明 (FPO1)-(FPO3) 显然 是 成 立 的 . 下 证 (FPO4) 也 成 立 . 
设 Inf 是 (ET) 的 M- 模糊 化 P- ARAT, 假设 对 于 任意 
的 ze A, 都 存在 B: c OF (a) 使 得 Bi C A'Uz Hee Bi, 则 可 知 
z € InP(A'Uz,a), 所 以 有 ANInf(A'Uz,a) = {x}. 由 (FPN5) 可 
以 推 得 , 存在 be a*(a) 使 得 vx € A, An n(A Uz,b) = {2}, 从 
而 z € Inf(A'uz,b) 即 存在 B; = InP(A'Uz,b) e OF(b) 使 得 
B,C A'Uz H.z € Bo. 反之 仍然 成 立 . D 
下 面 给 出 M- 模糊 化 P- 开 集 族 的 定义 式 . 


命题 4.8.8. 设 (ELT) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 则 M- 模糊 化 
P- 开 集 族 OF : P(M) ^ 22") 满足 ， 


OP (a) {A € 2E : Yz € A, R(? (A) 4 RO (A! Uz)} 
{Inf (A,a): A € 27) 
{Inf (B,a) : B' ez?) 


{Inf (B, a): Vz ¢ B, B'hInf(BUz,a) = {z}}. 


其 中 Int 是 M- 模糊 化 拟 阵 (5,7) 的 M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 ， 
RO ERMEE (E, 16) 的 秩 函 数 . 
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定理 4.8.9. 设 瑟 是 非 空 有 限 集合 , 映射 OP : P(M) 202”) 
满足 FPO1)-(FPO3) 及 (FPO4). 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 
(E,Zor) 使 得 0? = OF. 

WEB] 设 映 射 mB, :22 x P(M) > 27 定义 如 下 

Inbe (4,a) =|] {Ai € OP (a) : A; € A2 1,2,--- ,k). 


要 想 证 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (已 Zor), 只 需 证 明 Va € P(M) 
EVA e 25, 映射 105» 是 满足 (FPN1)-(FPN4) 及 (FPN5) 的 M- 
模糊 化 P- 内 部 算 子 . 关键 是 验证 (FPN5) 成 立 . 

vre A, ANIn5p(A'Uz, a) = (z, ze Inb» (A'Uz, a) 是 显然 
成 立 的 . 又 由 (FPO2) 知 Im5r(4'uz,a) € OF(a), 故 满足 (FPO4) 的 
前 提 , 所 以 be 8*(a) H vz € A, 存在 Ba c OP (b) 使 得 Ba C A'US 
Hz € Bo. BA B; C Inbe(A' Uz,b), 所 以 z eIn5r (4'Uz,b), 即 
AnInBe(A' Uz,b) = (z). 

由 定理 48.4 可 间接 推 得 , 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tine ,)s 
其 对 应 的 M- 模糊 化 P- 内 部 算 子 Int = nbe. 实际 上 , 也 就 
得 到 (E,Tor) = (Eh... 所 以 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tor) 所 
对 应 的 M- 模糊 化 P- 开 集 族 就 是 OP. 也 就 是 , ve € P(M), 
OF " (a) = OF, (a) = OP (a). o 


InP 


由 定理 4.8.5 和 定理 4.8.9, 对 于 一 个 M- RRL (E, T), 
我 们 可 以 得 到 以 下 结论 


Lor = Tnr(oF) = Ting =T. 


所 以 在 一 个 有 限 集合 E 上 的 M- 模糊 化 拟 阵 族 和 M- 模糊 化 
P- 开 集 族 的 全 体 构成 的 集 族 之 间 可 以 建立 一 一 对 应 关系 . 
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第 五 章 M- 模糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 图 
集 族 


基 和 图 是 拟 阵 理论 中 的 两 个 重要 基本 概念 , 它们 具有 某 
种 对 偶 关系 . 在 一 个 有 限 维 线性 空间 V (n, F) 中 , 极 大 线性 无 
关 组 是 非常 重要 的 概念 . 在 图 论 中 , 圈 的 概念 也 是 基本 而 且 
非常 重要 的 概念 . 

本 章 的 目的 就 是 把 基 和 圈 的 概念 推广 到 M- 模糊 化 拟 阵 
中 , 通过 M- 模糊 化 拟 阵 的 截 拟 阵 及 其 秩 函数 分 别 引入 M- 模 
糊 化 基 集 族 和 M- 模糊 化 图 集 族 等 概念 ,讨论 它们 的 性 质 以 
及 它们 与 M- 模糊 化 拟 阵 的 相互 诱导 关系 . 


5.1 M- 模糊 化 基 集 族 


BIT M- 模糊 化 拟 阵 的 M- 模糊 化 独立 集 族 的 四 种 不 
同 的 截 集 族 , 我 们 可 以 分 别 定 义 M- 模糊 化 6- 基 集 族 、M- 模 
糊 化 J- 基 集 族 、M- 模糊 化 a- 基 集 族 及 M- 模糊 化 P- 3558 
族 , 首先 我 们 给 出 下 面 定义 : 


定义 5.11. 设 (E, 1) 为 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 (BETA). 
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映射 BE: 8(T) 一 20D 定义 如 下 


BÉ(a) = {4 € 2" : a € B(I(A))H Vz d A,a d B(I(AU 2) | 
(5.1.1) 


则 称 52 FE (E,z) 上 的 M- 模糊 化 8- ERR. 


从 M- 模糊 化 8- 基 集 族 的 定义 式 ， 我 们 可 以 看 出 对 任意 
的 ae 8(T), 若 4e Bs(o) 则 4 一 定 是 截 拟 阵 (E, La) 的 极 大 独 
LFR. 下 面 讨论 M- 模糊 化 6- 基 集 族 所 满足 的 一 些 基 本 性 
质 . 


定理 5.1.2. 设 (E, 17) 为 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 (BETA), 
且 映 射 52 : 8(T) ^ 22 ) 是 (E, 1) 上 的 M- 模糊 化 6- ERIR, 
Ju] 52 满足 以 下 条 件 : va € A(T), 

(FBB1) Bs(a) £0. 

(FBB2) 如 果 By, Bo € BÉ(a) H z € Bi - Bo, 那么 存在 
y € Bo — By 使 得 (Bı —2)Uye BE (a). 

(FBB3)VA c 2°, # 3B, € BÉ(a) 使 得 A c Bi, 当 且 仅 当 
3b c B(T) WE a € pe) H 3B. € BE(b) 使 得 4cS Bo. 

WEB] Ut vA € 2", va e A(T). 

(FBB1) 由 (FI1), Z(0) = T,E BARS, 由 定义 式 (4.1.1) 直 
接 推 得 Bf(o) 7 9. 

(FBB2) 设 B, Bz € B8(a) H x € Bi — Bo, 由 定义 式 (4.1.1)， 
可 知 B1, B; € Lia) 是 五 中 的 两 个 极 大 独立 子 集 , H |B| = |B. 
(车 不 然 假 设 |B1| < 1B21, 则 由 (FI3) 有 


V z(Bue)z1(B)^1(B), 
e€B43- Bi 
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则 
U B &(1(Bi Ue)) 


e€ Bi — 


BC M ZI(BuUe) 
e€B2-B, 
B(Z(B1) A T(B2)) 


B(I(B1)) n 8(2(B2)). 
Mae ws B(I(Bi Ue)). 也 就 是 存在 ee B- By 使 得 


a € B(T(B1 Ue)). Bl, Bi Ue E Zoo)( 与 Bi 的 极 大 性 矛盾 .) 
又 由 (FI2) 知 , Bi -z € Tia) E |B: -z| < |Bo], 由 (FI3) 推 得 


ae |) ATB -auy)， 


y€Bo—(Bi-z) 


所 以 3y € Bo — (Bi — x) 使 得 a€ B(Z(B; — z) Uy)), BẸ 


I IU 


(Bı — z) Uy € Iq. 


HF zg B, BEL zz y H (B1-2)Uy| = |B, - | 1 = |Bi] = |Bal, 
也 可 推 得 (B1 —2)Uy FE Lea 中 的 一 个 极 大 元 . BAR, 3Bs € Tia) 
E. B; 9 Bı -zUy, MÆ |B] > |Bı -z Uy| = |B1], $X Ye € Bs — Bi 
有 ae U B(I(Bi Ue)), 可 以 推 知 存在 e € B, - Bi 使 得 


e€B3—B, 
a € B(I(BiUe). Bl Bi Ue E Zu) 5 Bi 的 极 大 性 矛盾 .所 以 
Veg (Bi —2)Uy, A ag B(I((Bx — £) UyU e)). 由 定义 式 (4.1.1) 可 
All, (By - z) Uy € Bf (a). 

(FBB3) 假 设 存在 B1 € B2(a), 1518 A C Bi. 则 由 a € B(Z(B;)) 
RIA) > TB) 可 知 a € B(I(4)), RAC Ty. RACH 
1.24 中 的 (4) A, 可 以 推 得 存在 be B(T) WE ae po) 使 得 
A e Ty. 由 拟 阵 的 基 集 族 性 质 , 存在 Bo € To 使 得 4c Bo A 
Va ¢ B3, B2 Uz ¢ To). Bf b € B(Z(B2)) H Va ¢ Bo,b d B(Z(B2 U2), 
故 Ba € BE (b). WUERA SERE RT 35, 所 以 (FBB3) 成 立 . 口 
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由 M- 模糊 化 5- 基 集 族 定义 和 上 述 证 明 , 以 及 拟 阵 基 的 
性 质 , 显然 可 以 得 到 以 下 命题 . 

命题 5.1.3. BY (E,Z) 为 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (BETA). 
映射 B2 : 8(T) — 20^ 是 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 6- 基 集 族 . 则 
对 任意 的 A € 27 Al va € B(T), BE 满足 以 下 性 质 . 

(FBB2)* 如 果 Bi,B; c B8(a) H > € Bi — B», 那么 存在 
y € B2 — By, 使 得 (Bo — y) Ux € Bs(a). 

(FBB4) 若 Bi, B; € BE(a), 则 |By| = |Bal. 

定理 5.14. RE AAESARRA, M 满足 条 件 (BETA). BR 
Bt B^ : p(T) ^ 20^ 满足 条 件 (FBB1), (FBB2) 及 (FBB3). 则 存 
在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Teo) 使 得 Bf 。 = BP. 

WEB] VA € 25, 令 映射 Ts :22 5 M 定义 如 下 

Tss(4) = V {a € B(T) : 3B € BS(o) 使 得 4 c B} . — (512) 


要 想 证 明 由 映射 88 可 以 诱导 出 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (已 ,Teo) 
使 得 Bi, = B?. 我 们 只 需要 验证 
A € (Zge)(a) © IB € BP(a)fii fA C B. 


以 及 由 此 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tse) 诱导 出 的 M- 模糊 化 8- 基 
RIR Br, = B^. 
下 面 首先 验证 


A € (Zge)(a) + 3B € BP(a) 使 得 4 c B. 


一 方面 , 令 4e (Ze) (ay, Wi a € B(Zgs(A)), 由 定义 式 (4.1.2) 及 
极 小 集 性 质 可 推 知 , 3» € 8(T) 使 得 ee po) H 3B, e B^(b) 有 
AG B,. 由 (FBB3) 可 知 , 3B; € B^(a) 使 得 AC Ba. 
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另 一 方面 , BATE va e pT), 若 存在 Be BP(a) 使 得 4 C B. 
则 由 (FBB3) 可 知 , 3b € 6(T) 满足 a € 8(b) 且 存 在 Bs e 85(b) 使 
得 A C Bs. 由 此 可 得 Zss(4) > b, BL a € B(b) € G(2gs(A)), 所 以 
Ac (Ze )(a)- 

因为 对 于 某 个 o € A(T), B85(a)lto} 满足 (B1) 和 (B2), 由 拟 
阵 的 性 质 , 存在 一 个 拟 阵 (E, (Zse)。) 以 B85(a)|to} 为 基 集 族 , A 
A € (Zge)a 当 且 仅 当 3B € Bh(a) 使 得 4 C B, 故 (Tae)o = (Zao)to， 
由 定理 2.1.4 可 知 , (E, Ige) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

其 次 我 们 再 来 验证 对 任意 的 e A(T), BE, (a) = B^(a). 


AEB pla) € a€ B(Zgs(A)) Ave d Aag B(Ig(AUz)) 
A € (Zge)(a) H. Yz ¢ A, AU x ¢ (Tge)(a) 
A € (gs). H Vz ¢ A, AU x ¢ (Zpe)a 

VB € B?(a) RE AC BEBA 

A € BP(a). 


ttt? 


若 不 然 , 3B € BP(a) 使 得 4S B, WA ae y eau e), Bp 
Je € B- A {Ë Aue c€ (Zgo), FJA. o 


定理 5.1.5. Ut (E,7) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(BETA). 4 B : 6(T) ^ 20^ Æ (E, z) 上 的 M- 模糊 化 6- ER 
Ùk, 则 Tye = 工 . 
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证 明 一 方面 , vA e 25 有 

Tse(A) 

V fa € B(T): 3B € BS(a) 使 得 Ac B] 

V {ae p(T) :3B 2 A, 使 得 I(4) > 2(B).a e &(2(B))) 


V {a € A(T): a € 8B(2(A)) 
T(A). 


另 一 方面 , VA € 28, Hac B(T(4)), 则 A € zu. 由 定理 1.24 
知 , 3b € B(T) 满足 ee B(b), 使 得 A e Tay. 则 在 (E, To) 中 存在 
一 个 极 大 独立 集 B, 2 4 满足 Bi € Iu) H Vz g Bi, Bi Uz g Ty). 
即 3B, 2 4 使 得 5e B(Z(Bi)) E Vz ¢ Bib g B(I(B1U x). BW 
A € B, H. B, e B?(b), W Te (A) > b, Mii ae B(Zgs (A)), 所 以 
T(A) < Zpo(A). 

故 Tye (A) = (A). 口 

所 以 由 以 上 内 容 可 得 结论 : 一 个 有 限 集合 马上 的 M- 模 
糊 化 拟 阵 与 其 上 的 M- 模糊 化 6 基 集 族 可 以 相互 诱导 ， 

下 面 给 出 M- 模糊 化 J- 基 集 族 的 定义 及 其 性 质 定理 . 

定义 5.1.6. 设 (E,2) 为 模糊 化 拟 阵 , 映射 57 : (M) 一 20^ 
定义 如 下 


Bz(a) = {4 ce22:T(4)>a A V e AZ(AUx) Z a). (5.1.3) 


则 称 57 是 (E, 1) 上 的 M- 模糊 化 J- ERR. 

定理 5.1.7. Ut (E,2) 为 模糊 化 拟 阵 , 映射 B1 : J(M) > 20 
是 (E,T) 的 M- 模糊 化 J- 基 集 族 , 则 57 满足 以 下 条 件 : 
Va € J(M), 

(FJB1) Bi(a) # 0. 


I IA IA tl 
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(FJB2) 如 果 B1, Bo € Bl(a) H z € B Bo, 那么 存在 
y € Bo — By, 使 得 (B1 - x) Uy € BY(a). 

(FJB3)VA e 25, 若 存 在 Bi € BY(a) 使 得 A c Bi, SAMS 
Vb € Bla) 都 存在 B. c B1(b) 使 得 4S Bo. 

证 明 Ut VA € 2", va e J(M). 

(FJB1) 显 然 成 立 . 

(FJB2) 设 Bi, B; € BY(a) H. x € B, — Bo, 由 定义 式 (4.1.3)， 
可 知 Bi, B; € Zu 是 Ty 中 的 两 个 极 大 元 , B. |B = [B2]. GA 
然 假设 |B1| < |Bo|, 则 由 (FI3) 有 


V 1(B, Ve) > Z(Bi) AZ(B2) > a, 
e€ B43— B; 
又 由 于 a € J(M), 所 以 存在 ee Bo - Bi 使 得 IT(Bi Ue) > a, BI 
ByUeeTQ(5 Bi 的 极 大 性 矛盾 ). 
由 (FI2) 可 知 ， Bi 一 和 Zia} H |Bi 一 z| « |B3], 由 (FI3) 推 得 


V I(B, — x)-Uy) >a, 
y€Ba-(B1—-z) 
因为 。 是 分 子 , 所 以 ay € B- (Bv 2) (EFF T(B, - 1) Uy) >a, 
Bp (B1 — 2) U y € Tia). 由 于 zg Bo, 所 以 zzyH 


(B1 - z) U y| = |B, — z| +1 = |B3] = [Bs], 


也 可 推 得 (B) — z) Uy Æ 14 中 的 一 个 极 大 元 , 也 就 是 , 对 于 任 
意 的 eg (Bı -z)uy 有 IT((B:-z)UyUe) 关 a. 由 定义 式 (4.1.3) 可 
ll, (B1 — z) U y € BY(a). 

(FJB3) 假 设 存 在 Bi € Bl(a) 使 得 A c Bi. 则 由 (FI2) 及 
式 (4.1.3) 有 Z(A) > I(B1) 2 a, 可 知 A € Ty. 又 由 定理 1.24 中 
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的 (3) 式 , 可 以 推 得 We b(a) A A e Ty). 由 拟 阵 的 性 质 可 知 , FF 
在 Bs € Ty 使 得 4 C B; H Vz ¢ B2, B2U z ¢ Ty. Bl be p(T(B;)) 
H vz ¢ Bb € B(I(Bz Uz)), 故 B» € BI(b). 反之 也 成 立 所 
以 (FJB3) 成 立 . 口 

我 们 可 以 将 拟 阵 基 集 族 的 下 列 相似 性 质 直接 推广 到 M 模 
糊 化 拟 阵 理论 中 . 

命题 5.1.8. UE (ET) 为 M- 模糊 化 拟 阵 , 52 : J(M) 一 20 
是 (BDI 上 的 M- 模糊 化 J- 基 集 族 . 则 VA e 25,va e J(M), BI 
满足 以 下 性 质 . 

(FJB2)* 如 果 By, B; € BY(a) H x € By — Bo, 那么 存在 
y € B3 — By, 使 得 (Ba — y) Ux € Bi(a). 

(FJB4) 若 Bi, B; € B}(a), 则 |By| = |Bal. 

定理 5.19. Ut E 为 非 空 有 限 集合 , 映射 B7 : J(M) > 22°) 
满足 条 件 (FJB1), (FJB2) 及 (FJB3). 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 
RẸ (E,25:) 使 得 B14 ,= BY. 

证 明 SBR Te: :27 5 M 定义 如 下 , VA € 2", 

Zs:(4)=V {a € J(M) : IB e B87(a) 使 得 4 c B) . — (514) 


要 想 证 明 存 在 M- 模糊 化 拟 阵 (E,1,:) 使 得 BZ, = BY. RAN 
只 需要 验证 
4e(7sv)a 台 3BeB7(a) 使 得 4C B. 
一 方面 ， 令 Ac (Z57)1]; pu Ip; (A) > a, Bp V c 2 a. 
ce J(M) 
Ig; (A) 2c 
vb € B(a) 存在 ce J(M) 满足 3B, € BJ(c) 使 得 4 c Bi H be p(o). 
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由 (FJB3) 可 推 知 , 3B € BY(b) 有 AC B 再 由 (FJB3) 可 知 ， 
3B € B? (a) {844 AC B. 

另 一 方面 , & va € J(M), 存在 B € BY (a) 使 得 4 c B. 则 
Hi(FJB3), vb € B(a) 存在 B, € B/(b) 使 得 4 C By. 由 此 可 得 ， 
Tg; (A) > b, HL Tg: (A) > "A =a, BFW A € (Zp) tal. 


因为 对 某 个 确定 的 分 子 a € J(M) 来 说 , B7 (a)| fa) 满足 (B1) 
和 (B2)， 所 以 存在 一 个 拟 阵 (E, (Ig: Ja) 以 B7 (a)|qa) ABBE, H 
A € (Zg:), 当 且 仅 当 3B € BY (a) IEI} A C B, IX (Ips), = (Zs) ta}, 
由 定理 2.1.2 可 知 , (E, Tg) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

下 证 va e J(M), Bi, (a) = B" (a). 


A€ Bj, (a) Ig;(A) > aHVa ¢ A,Tg.(AUz) Z a 

A € (Ig); HL. Vr ¢ A, AU z ¢ (Zgs) ta 
A € (Igs)o H. Va A, AUx ¢ (1g:)a 
VB € BY(a) WHE ACBSB=A 

A € B? (a). 


车 不 然 , 假设 存在 B e BY (a) 使 得 Ac B, 则 存在 着 z € B—- A, 
"ing A, AU € (Igija FJA. oO 

定理 5.110. 设 (E,Z) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 我 们 称 映 
Bt BI: J(M) 5 2°) 是 (E, 2) 上 的 M- 模糊 化 J- 基 集 族 , 则 
Tpy = T. 


TIT??? 
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证 明 一 方面 , vA c 25 


V fa € J(M):3B € Bl(a) 使 得 AC B) 

V i € J(M):3B 2 A, 使 得 I(A) > I(B) > a} 
V {a € J(M):2(A) 2 a) 

(A). 


另 一 方面 , YA € 27, A I(A) >a, 则 A € To. 由 定理 1.2.4 
知 , vb € Bla), 有 A € Ty. 则 在 (E, Ta) 中 存在 一 个 极 大 独立 
$Ñ B AMEB Bey Avs g B,BUc¢Ty. B 3B 2 A 
1$ I(B) > b H Yz ¢ B,I(BU z<) žb. RACBH Be B87(6b), 则 
Tg; (A) > b, 从 而 15, (4) > ; y L = a, 所 以 工 (4) < 2; (4). 

Efla 

BUR Zpz (A) = 工 (4). a 

下 面 给 出 M- 模糊 化 a- 基 集 族 的 定义 . 

定义 5.1.11. 设 (E, 7) 为 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (ALPHA), 
BRAT 52 : o(1) 一 22 ) 定义 如 下 , va e a(l) 


B2(a) = {A €2® :a¢a(I(A)),H Yz ¢ A,a € o(T(A ua) . 
(5.1.5) 


Tsz(A) 


i IA IA Il 


则 称 Be 是 (E, 2) 上 的 M- 模糊 化 a- 基 集 族 . 

定理 5.1.12. Vt (E, T) 为 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (ALPHA), 
且 映 射 BZ : o(L) ^ 20^ 是 (E,1) 上 的 M- 模糊 化 a- 基 集 族 . 
则 52 满足 以 下 条 件 : va € a(l), 

(FAB1) B2(a) 7 0. 

(FAB2) 如 果 Bi, B; € B2(a) H z € B1- B3, BBA 3y € B- Bi, 
使 得 (B1 — x) Uy € B2(a). 
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(FAB3)VA c 25, 若 存在 Bi € B2(a) 使 得 4 c By, 4AM 
当 对 任意 的 满足 € a(b) 的 be o(L) 都 存在 Bo € Bg(b) 使 得 
4 c Bo. 

证 明 Ut vA € 2”, Va € a(L). 

(FAB1) BARR. 

(FAB2) it Bi, B) € B2(a) H. x € B, — Bz, 由 定义 式 (4.1.5)， 
可 知 Bi, B; e Tiel 是 Tel 中 的 两 个 极 大 元 , 且 |B = 1B2l. GEA 
然 假设 [B1] < |Bo|, 则 由 (FI3) 有 


V I(BiUe) > I(B1) A T(B2), 


e€B2—B1 
则 
N a(Z(BVe)) = af V TBUe)) 
e€Bi—B2 e€B2- B1 
C a(Z(Bi) ^AZ(B2)) 
= o(I(Bi)no(Z(Bs)). 


Bad f aT uo). 也 就 是 存在 。s Ba- By 使 得 结论 


a ¢ a(Z(B, Ve)) 成 立 . BA BB, Vee Tel 与 D, 的 极 大 性 矛盾 .) 
又 由 (FI2) 知 , B; — z € Zl? H |B —2| « |B2], 由 (FEI3) 有 


ag (|)  a(Z(B,-2)Uy)), 


y€B3-(B1—z) 


所 以 Sy € Be — (Bi — x) 使 得 下 式 a 4 a(T(B, — z) U y)) 成立, BH 
(Bi —2)Uye T, HF zg Bo, 所 以 zy 且 


(Bi — z) U y| = |Bi ~ z| +1 = 1B|= |Bal, 
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也 可 推 得 (B. -euy 是 Tq 中 的 一 个 极 大 元 , 也 就 是 , 对 于 任意 
Bj eg (Biz)Uy, 有 aea(T((Bi 一 z)UyUe)). 由 定义 式 (4.1.5) 可 
Al, (Bi — 2) Uy € B2(a). 

(FAB3) 假 设 存在 Bl € B2(a), 使 得 4 C Bi. WU a g o(Z(Bi)) 
RIA) 2 (B1) 可 知 a g o(1(A)), X A e Tel. 又 由 定理 1.24 中 
的 (5) 式 , 可 得 对 任意 的 满足 as alb) H beal) A A e TH. 
由 拟 阵 的 基 集 族 性 质 可 知 , 存在 B; e 1" 使 得 4S BA 
Va d Bo, B2 U x ¢ 119. BY b g o(Z(B2)) RK Yz ¢ B2,b € a(T(B2 U 7)), 
HK Bo € B2 (b). 此 证 明 过 程 可 道 , 所 以 (FAB3) 成 立 . 口 

显然 以 下 命题 也 成 立 . 

命题 5.1.13. UE (E, 7) Jg M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 (ALPHA)， 
映射 B2 : o(L) 一 22 ) 是 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 a- 基 集 族 . 则 
VA € 22, Va € a(.L), BS 满足 以 下 性 质 . 

(FAB2)* 如 果 Bi, B; € B2(a) H z € By — Bo, 那么 存在 
y € By — By, (#49 (B; — y) Ux € B2(a). 

(FAB4) 若 Bi, By € B2(a), 则 |Bi| = |B3]. 

定理 5.114. 设 巨 为 非 空 有 限 集合 , M 满足 条 件 (ALPHA), 
映射 Bo : a(1) 5 22") 满足 条 件 (FAB1), (FAB2) 及 (FAB3). 则 
存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tsa) 使 得 B7... = Be. 

证 明 SPRAY Zs. :22 一 M 定义 如 下 , VA € 27 

Tg (A) = A {a € a(L) : VB € B%(a) > Ag B). (5.1.6) 


要 想 证 明 由 映射 Be 可 以 诱导 出 一 个 M- BBCI (E, Ize) 
使 得 Bopa = 5^. 我 们 只 需要 验证 


Ad (Ipe)!124 HAQ24VB € B^(a) > AGB. 
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一 方面 , 令 A ¢ (Tsa), D a € o(Zpo(A)), 由 定义 式 (4.1.6) 及 
极 大 和 集 性 质 可 推 知 , 36 € alL) 使 得 a € alb) FFA VB € B^(b) HE 
H Ag B. 由 (FAB3) 可 知 , VB € B^(a) > AG B. 

另 一 方面 , Ya € a(1), 若 YB € B%(a) > AZ B. 则 由 (FAB3) 可 
Al, 3b € o(L) 满足 a € a(b), VB € Be > A £ B. 由 此 可 得 
Te-(4) € b, BL a € a(b) € a(g- (A)), 所 以 A ¢ (Tga). 

因为 8*(a)lto} 满足 (B1) 和 (B2), 由 拟 阵 基 集 族 的 性 质 可 知 ， 
存在 一 个 拟 阵 (E, (Ze-)*) 以 B^(a)| a 为 基 集 族 , H A € (Zp-)? 
当 目 仅 当 YB € Be*(a) > A £ B, HL (Zpe)a = (Ine) !*), 由 定理 2.1.6 
可 知 , (E, Isa) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

下 面 验证 对 任意 的 ac alL), B2,. (a) = B^(a). 


A€B£,(a) € aga(Is.(4)HVz ¢ A,a € a(Tgo(AU2z)) 
A € (Zg«)*?! H Vz g A, AU g (Ig. )lol 

A € (Ige), H Vr g A, AU ¢ (Iga)a 

VB e B^(a) HEL AC BEABA 

A € B? (a). 


ttt 


口 


定理 5.1.15. 设 (已 刀 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA), 4 B2 : o(1) 一 20^ 是 (E, 1) 上 的 M- 模糊 化 a- 基 
Rik, 则 Ig; =T. 


证 明 VA €27, Vac o(1), 由 B92 的 定义 可 知 
a € a(T(4)) 当 且 仅 当 vB € B2(a) > A ¢ B. 


一 方面 , Ho € a(Z(A)), Zi 3B € B9(a) 使 得 4 c B, 由 
Z(A) > I(B) &ll a € a(Z(B)) 矛盾 . 
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另 一 方面 , Ut vB € B2(a) > AZ B. 对 于 ae a(l), Bg] X 
质 是 拟 阵 (5,1027) 的 基 集 族 , 所 以 A gT, 即 a e o(1(A)). 
从 而 


Ipe(A) = A{a€a(l): VB € Bg(a) => AZ B) 
= Aíaco(l):a€o(Z(A)) 
= I(A). 
BA Ips (A) = 1(A). 口 


最 后 给 出 M- 模糊 化 P- 基 集 族 的 定义 . 
定义 5.1.16. UE (已 刀 为 M- 模糊 化 拟 阵 , BP : P(M) 一 22”) 
为 (BE,T) 上 的 M- 模糊 化 P- 基 集 族 , 其 定义 式 如 下 : va e P(M), 
B2(a) = {A € 2” : I(A) £a, H Vz ¢ AJZ(AUz) < a) . (5.1.7) 


定理 5.1.17. dE (E,2) 为 M- 模糊 化 拟 阵 , BP : P(M) 5 20? 
是 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 P- ERR, 则 BP 满足 以 下 条 件 : 
Va € P(M), 

(FPB1) B£(a) #0. 

(FPB2) 如 果 B1, B) € BP(a) H z € B1 Bs, 那么 存在 
y € By — By, 使 得 (Bı — 2) Uy € BP(a). 

(FPB3)VA € 2°, 4 3B, e Bf (a) 使 得 4 S Bi, 当 且 仅 当 
3b € o(a) H 3B» € BE (b) 使 得 A C Bo. 

证 明 üt vA e 2", va € P(M). 

(FPB1) 由 (FN1) 显 然 成 立 . 

(FPB2) lt Bı, B; € BP(a) H. x € B1 - Bo, 由 定义 式 (4.1.7)， 
RJ Al B1, B) eT dé 100 中 的 两 个 极 大 元 , H |B| = |B. AA 
然 假设 [Bi] < Ba], A T(B1) AT(B2) £ a, 则 由 (FI3) 有 


V Z(BUe)z1(B)^1(B)£a, 
e€ B2- Bi 
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则 de € B- Bi 使 得 T(Bi Ue) £ a. Ep BiUe e T» 与 Bi 的 极 大 
性 矛盾 .) 

又 由 (FI2) 知 , Bi —z e 29 A |B, - z| < 1B2|, 由 (EI3) 和 
a € P(M) 可 得 , 3y € Bo - (Bi — x) 使 得 (Bi — 2) Uy) £ a, B 
(Bl -z)UyeZIw. HF zg Bo, HU rzy H 


(B1 — £) Uy| =|Bi — z| +1 = |Bi] = |Bal, 


也 可 推 得 (B1 - 2) uy ETO 中 的 一 个 极 大 元 , 也 就 是 , 对 于 任 
AB eg (Bı —2) Uy, A Z((By —2)UyUe) <a. 由 定义 式 (4.1.7) 可 
知 , (B1 — z) Uy'e BE (a). 

(FPB3) 假 设 存 在 Bi € BP(a), 18 A C By. 则 由 Z(B)) £a 
及 I(4) > Z(B1) FJA TA) £a P" AceZ@, 又 由 定理 1.2.4 中 
的 (6) 式 , 可 以 推 得 存在 be ala) 使 得 A c 10. 由 拟 阵 的 性 质 
可 知 , 存在 B; c TO 使 得 4 C B; H Yr g Bj, B»Ux g 109. B 
T(Bo) £ b H Va ¢ B2,T(B2 Ux) < b, W B» c BE (b). 此 证 明 过 程 可 
3, 所 以 (FPB3) 成 立 . 

由 M- 模糊 化 拟 阵 所 诱导 的 M- 模糊 化 P- 基 集 族 也 有 以 
下 性 质 . 

命题 5.1.18. 设 (E, 2) 为 M- 模糊 化 拟 阵 , BP : P(M) 一 205 
是 (E,T) 上 的 M- 模糊 化 P- ERR. 则 VA e28,vae P(M), BÈ 
满足 以 下 性 质 . 

(FPB2)' 如 果 Bı, Bə € Bf(a) H x € B1 — Bo, 那么 存在 
y € Ba — By, f fS (B2 — y) Ux € BE(a). 

(FPB4)4 B, Bo € BP(a), W |B,| = |Bal. 

定理 5.119. Ub E IES ARRAS, 映射 BP : P(M) 5 22°) 
满足 条 件 (FPB1), (FPB2) 及 (FPB3). 则 存在 一 个 M- 模糊 化 
TU FE (E, Zo») 使 得 Br, = BP 
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WEB] 令 映 射 Tsr :25 5 M 定义 如 下 , VA e 25 
Tgr (A) = A (a € P(M) : VB € B” (a) > A £ B). (5.1.8) 


要 想 证 明 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Tar), 使 得 BF 。= BP. 
只 需 验证 


A  (Zg») 234 HIX YB € BP(a) > Ag B. 


一 方面 , 令 A e (Zg)(?, 则 Ter(4) € a, 由 定义 式 (4.1.8) 及 
素 元 性 质 可 推 知 ， Vb € a(a) 存在 ce P(M) 使 得 be a(c) H. 
VB € BP(c) > AG B. 由 (FPB3) 可 知 , VB e BP(b) > A ¢ B. 再 应 
用 (FPB3) 可 得 vB € BP(a) > AG B. 上 述 过 程 可 道 . 

因此 A g (Zaz)@ 当 且 仅 当 YB € BP(a) > Ag B. 

因为 va € P(M), 582(ola 满足 (B1) 和 (B2), 由 拟 阵 的 性 
质 可 知 , 存在 一 个 拟 阵 (E, (Zer)") 以 BP(o)lto 为 基 集 族 , 则 
A € (Tgr)? 当 且 仅 当 3B € BP(a) = AC B, IX (Igr)* = (Ipr), 
由 定理 2.1.2 可 知 (E, T») 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 . 

下 证 Va € P(M), Br p (a) = BP (a). 

Ae Br (a) € Tge(A) £aHVe g A,Tge (AUT) <a 
€ Ae (Ige) H Vr d A,AUz ¢ (Lge) 
€ Act (Iger)? H Vx g A,AUx ¢ (Tg»)? 
o VBcBP(a) Bj ACB— B—A 
€» Ac BP(a). 

im 


定理 5.1.20. 设 (E, 7) 是 一 个 M- 模 糊 化 拟 阵 , 令 BP : P(M) > 
20 是 由 (B,D 诱导 出 的 M- 模糊 化 P- 基 集 族 , 则 Tgp =T. 
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WEBH vA e 25 由 于 


Tge(A) = A {a € P(M):VB € BP(a) 有 4& B) 
人 人 {ae P(M):1(A) <a} 由 定义 式 (4.1.7) 
T(A). 


BC Tap (4) = 1(A). o 


5.2 M- 模糊 化 圈 集 族 


BN M- 模糊 化 拟 阵 的 M- 模糊 化 相关 集 族 的 四 种 不 
同 的 截 集 族 , 我 们 可 以 定义 M- 模糊 化 8- 图 集 族 、M- 模糊 化 
J- SUR. M- 模糊 化 a- 图 集 族 及 M- 模糊 化 P- 图 集 族 , 首 
先 我 们 给 出 下 面 定义 : 

定义 5.2.1. 设 (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 其 中 D 是 
M- 模糊 化 相关 集 族 . 若 M 满足 条 件 (BETA), 则 称 映射 Q5: 
A(T) — 205 Fy (B,D) 上 的 M- 模糊 化 s- RR. OF 定义 如 
F, Vae B(T) 


QS (a) = {A € 2E : a € P(D(A)) HYz € Aja ¢ B(D(A— z))} 
(5.2.1) 


定理 5.22. W (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 ，M 满足 条 件 
(BETA). 映射 898 : 8(T) — 20? 是 (E, D) 上 的 M- 模糊 化 8- 
ERK. 则 OF 满足 以 下 性 质 . Vae p(T) 及 vA e 25 
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(FBQ1) 0 ¢ O5(a). 

(FBQ2) 如 果 C,C; € (a) HL. Ci € Co, 那么 C1 = Cs. 

(FBQ3) 如 果 C1, C2 € Q2 (a), C1 A Co HFE e € C n Os, 那 
么 存在 Cs € QD (a) 满足 Cs € (C1 UC2) - e. 

(FBQ4) 若 存在 C, € Qla) 使 得 C1 C A, 24 BLOSS 
3b e B(T) WHEE a e B(b) 且 存 在 C» € OF (0) 使 得 C2 C. A. 

WEB] (FBQ1) va € A(T), 由 DO) = L M, a g &(D(0)) = 0, B 
0 ¢ Q»(a). 

(FBQ2) it C1, O2 € O8(a) HC, € Co, WA a e B(D(C1)) A 
a € B(D(C2)), HERI C1, C2 € Diy. 则 由 拟 阵 的 性 质 可 知 存在 图 
C 使 得 C Cc Ci 5 Cz € D, Ci #02, 则 存在 ze C0 - Cv A 
C € Cs-zeDlo). Bl ax € Cs fH a € B(D(C2—2)) 55 C € QGlo) 
FA. 故 C1 = Cs. 

(FBQ3) i C1, C2 € OF (a),C1 2 C2 且 存 在 ee Cin Os 下 
证 IC; € OF (a) 满足 Ca € Cu C — e. 实际 上 我 们 只 需要 证 
BH a € B(D(C, U C2 — e)). 由 定义 式 (4.2.1) 知 , C1,02 € Do H 
Vr €C1,C: — z ¢ Dia) H Vz € 02,02- £ € Dia), Wl] Ci Al C; ZZ 
拟 阵 (E, Dia) 的 两 个 图 , 又 因为 C £ C2 H 3e € C1n Gs, 则 
由 (Q3) 知 , Ci U C2 -e € Dia). 则 存在 拟 阵 (E, Dia) 中 的 极 小 
集 ca € Da 满足 C3 C CL UC, —e H Yz € C3,C3 — 2 € Do, 
Hl a € &(D(C3)) H Yz € Cs,a ¢ B(D(Cs — 2)), BL Cs € OF (a) A 
C3 G Ci U C — e. 

(FBQ4) 假设 VA c 2 H va € p(T), 若 存在 C1 e C8 (a) 使 
得 C € A, WE DC) € D(A), Ba € B(D(A)), Bl A € Day. Bl 
定理 1.2.4 知 , 3b € B(T) EL a c (b), 使 得 A s Doy, 由 拟 阵 性 质 
可 知 ; 存在 极 小 集 C € Du, C; CAR Va € Cr, C2 — z € Dewy, BH 
b € B(D(C2)) H. Vz € C2,b € B(D(C2 — 2). 所 以 Cz € OF (0) H 
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C3 C A. Li 
定理 5.2.3. 设 E AASARAA, H M 满足 条 件 (BETA). 
映射 Q^ : 8(T) 一 22°) 满足 条 件 (FBQ1)-(FBQ3) 及 (FBQ4), 则 
存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Doe) 使 得 OD, = O°. 
证 明 SRY Dos :22 一 M 如 下 : VA € 25， 
Dos(4)=V {aeB(T):3Ce es 使 得 CS A). — (622) 


要 想 证 明 (E,Dos) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 由 定理 3.1.3, 只 需 
要 证 明 
A € (Dos)(o) €» 3C € Q9(a) 使 得 Cc A. 

4 A € (Dos), 3b € P(T) WET a € B(b), E. 3C. € Q?(b) 使 
得 C. C A. 由 (FBQ4) 知 , 存在 C € QP(a) 使 得 C; c A. 上 述 证 
明 过 程 可 逆 . 由 定理 3.1.3 可 知 , 由 Q^ 可 以 导出 一 个 M- 模糊 
化 拟 阵 (E, Dos). 

FHE va € A(T), O5,,, (a) = Q(a). 


Ae 250 (a) € a€f(Dgs(A) HVz € A,a g B(Dgs(A—2)) 
€ A€(Dgs) HVz € A,A- 7 € (Dos)q) 


则 可 以 推 知 3C; € Q^(a) 使 得 C. c A, 假设 C. c A, 则 存在 
z€A-O, MC, C A- s, WW A-2 € (Dgs)a) TA, 假设 不 成 
X, 所 以 有 C = A, BA € O(a). 反之 也 成 立 , 所 以 5, (a) = 
QF (a). o 

定理 5.2.4. 设 (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 且 M 满足 条 
{F (BETA), 85 是 (E,D) 上 的 M- 模糊 化 8- 圈 集 族 , 则 


D D. 


Q2 一 
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WB] vA e 25, 有 


Dos (A) Vlae B(T):3C e 83(a) 使 得 Cc A} 

V [a € &(T) :3C € A, 使 得 a € (D(C) € A(D(A))} 
V {a € S(T) : a € B(D(A)) 
D(A) 


I IA IA MM 


X. a € B(D(A)), 则 A € Diaj, 存在 be B(T) H a e pib) tE 
得 A € Dy. 故 存 在 包含 于 AAR CC 4 满足 C € Do, 
HvzeCc,C-zgDay, EX C e Bib) C c A. 所 以 Dos (A) 2 5, 
A a € B(Dos (A), 则 D(A) < Dos (A). 

从 而 证 明了 D(A) = Dos (A). n 


定义 5.2.5. 设 (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 称 映射 OF : 
J(M) 5 205 为 (E, D) 上 的 M- 模糊 化 J- 图 集 族 , 定义 如 下 : 
Va € J(M), 


Q(a)- [4 E25 :D(A)>a Hvz e A,D(A- =) 7 a) . (523.3) 


定理 5.2.6. 设 (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 映射 OF : 
J(M) — 20^ 是 (E,D) 上 的 M- 模糊 化 J- 圈 集 族 . 则 o2 满足 
以 下 性 质 : Va € J(M) 及 vA € 2, 

(FJQ1) 0 € Q5(a). 

(FJQ2) 如 果 01,0; € OF(a) H C1 < Co, BBA C. = Cs. 

(FJQ3) 如 果 Ci, C2 € OF(a),C, # C) 且 存 在 ee CL Nn C2, IB 
么 存在 Cs € O5(a) 使 得 C3 C (C10 C3) — e. 

(FJQ4) Æ 3C; € Q(a) 使 得 C1 C A, 当 且 仅 当 vb e 8*(a) 
存在 C2 € Qi (0) 使 得 C; C A. 
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证 明 (FJQ1) va e J(M), 由 D(0) = L All, D(0) Z o, tX 
0 ¢ QJ (a). 

(FJQ2) 设 C1,C2 € O(a) HO, C OS, WA DIG) >a H 
D(C2) > a, FER Ci, C2 € Du. 则 由 拟 阵 的 性 质 可 知 在 (E, Dia) 
中 存在 圈 C 使 得 C C O1 C Cs € Da, OO x Co, 则 存在 
z € C2-01 A CCCo - z € Dg. 即 3z € Cy HIB D(C 2) 2 a 
与 Ca € Q3 (a) FA. 故 Gi = Cs. 

(FJQ3) 设 C1, Ca € O(a), Ci # C HEE e € CNC, FUE 
3C3 € QL (a) 使 得 C3 C CiU Ca — e. 

实际 上 我 们 只 需要 证 明 D(C, UC2—e) > a. 由 定义 式 (4.2.3) 知 ， 
CCcoeDa 且 vecci-zgDa 及 vzeCczc-z&Da, 则 Ci 
和 C; 是 拟 阵 (E, Da) 的 两 个 圈 , 又 因为 Cu # C2 de € C1 ns, 
则 由 (Q3) 知 , C1 U C2 — e € Diy. 故 存在 拟 阵 (E, Dia) 中 的 极 小 
集 Cs € Da 满足 Cs C C1 UC, — e H Va € Cs,C3 -s € Diaj, 
BN D(C3) > a H. Yz € C3,D(C3 - 2) ža, HL C3 € Qi(a) H. 
C3 C C1 UC2 — e. 

(FJQ4) 假设 VA € 27 H va e J(M), EFE C, € OF(a) 使 
得 Cl € A, WA a < D(C1) < D(A), Bl A € Dia HEM 124 
中 的 (3) Fl, Vb € Bla) 有 A € Dy, 由 拟 阵 性 质 可 知 , 存在 极 小 
集 C2 € Dy, C2 C A H vr € C, -2 £ Dy, 故 D(C2) > b H 
Yz € Co, D(C2 — x) $b. PFW Ca e Q0) HO CA. o 


定理 5.2.7. 设 E 为 非 空 有 限 集合 , 映射 @7 : J(M) > 20%) 
满足 条 件 (FJQ1)-(FJQ3) 及 (FJQ4). 则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 
RE (E, Do) 使 得 OF, = Q7. 


证 明 令 映 射 Dos :22 5 M 如 下 : VA € 25, 
Dor( = V {a € J(M):3C e Q/ (a) fC c A} . (5.2.4) 
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要 想 证 明 (E,Dgs) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 由 定理 2.12, 只 需 
要 证 明 
A € (Dos) € 3C € Q"(a) ÈR C C A. 

^ A € (Dg) ta}, Jl vb € Bla), 3c € J(M) {EAE b € B(c) 且 存 在 
C; € O(c), Cy € A. 由 (FJQ4) 知 , 存在 Ca € Q7 (a) 使 得 C; C. A. 
上 述 证 明 过 程 可 道 . 由 定理 2.1.2 可 知 , 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 
阵 (E, Do:). 

下 证 va € J(M), OF, , (a) = Q"(a). 


Ae€Qj (a)  Dgs(A) ZaHVz € A,Dgs(A-2) £a 
€ Ae (Do: HVz € A, A- x € (Das) fal 


则 可 以 推 知 3C € Q7(a) 使 得 C c A, 假设 CS A, 则 存在 
ze A-C, WC C A-a, IN A-s E (Doa TA, 假设 不 成 立 ， 
所 以 有 C1 = A, W A € Q" (a). o 
定理 5.2.8. t (E,D) 是 一 个 M- HERA, Q2, 是 (E,D) 
上 的 M- 模糊 化 J- ERIK, JU Dos = D. 
证 明 vA e2 有 


Do; (A) V {a €.J(M):3C e OF(a) 使 得 c c A} 

Viae J(M):3C CA, fif a< D(C) c D(A} 
D(A). 

Mik D(A) > a, Jl] A € Diap Yb € pla) A A € Dn. 故 存在 包含 于 


A 内 的 极 小 图 C c A fif. C € Dy H Yr € C,C - g Dy, TC 
C e Qpe) E. C € Ah. 所 以 Dos (A) 2 b, A Dos (A) 2 Y b= a 
| be8(a 


IA dg 


则 D(A) < Dog (A). 
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从 而 证 明了 D(A) = Do; (A). o 


定义 5.2.9. 设 (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). 称 映射 Q2 : a(1) ^ 22°) 为 (E,D) 上 的 M- 模糊 化 
a- HRI. O% 定义 如 下 : Va e a(L), 


Q%(a) = {A €27:aga(D(A) Hvz € A,a € a(D(A — 2)) 
(5.2.5) 


定理 5.2.10. Ut (E,D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA). HIRI} Q5 : a(1) — 20°) 是 (E, D) 上 的 M- 模糊 化 
a- BS. 则 Oc, 满足 以 下 性 质 : Ya a(l) 及 YA € 2°, 

(FAQ1) 0 ¢ Q%$(0). 

(FAQ2) 如 果 C1, C2 € O3(c) HL. Ci € Co, 那么 Cy = Cs. 

(FAQ3) 如 果 C; € O%(a),C, # C2, 01 且 存 在 ee Cin Cs, HB 
么 存在 Cs € O3(a) 使 得 Cs c (C1 UC2) - e. 

(FAQ4) # 3C: € 23 (a) HBC, c A, 当 且 仅 当 对 任意 满足 
a € B(b) BY b € a(L) FFE C2 € Q$(b) 使 得 OCA 


证 明 (FAQ1) va € a(1), 由 D(0) = L 4, a € o(D(0), 故 
0 ¢ QS(a). 

(FAQ2) i C1, C» € 92(a) H Ci € Co, WA a g o(D(C1)) A 
a ¢ o(D(C;)), FEM C1, C» e Del. AREA TERA MAER C 
使 得 C c C1 c € e D, S C, z C», MWEE r E-o 有 
CCQ € Co-x e Dil, Bl ac e Cy 使 得 a g o(D(C) —2z)) 与 
C» € O3(a) FJA. 故 Ci = Cs. 

(FAQ3) B C1, C; € O3(a), €i # Co HAF HE e € Cin Cs, FE 
IC; € Q2 (a) 满足 C4 C CiU Cs - e. 

实际 上 我 们 只 需要 证 明 a g o(D(CiUCs —e)). 由 式 (4.2.5) 知 ， 
Cı, C2 € D H vz € C1,C, — z d DI R Vr € Co,Co — z ¢ DEA, 
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则 C 和 C; 是 拟 阵 (E, De) 的 两 个 圈 , 又 因为 C C2 且 存 在 
e € OiNCz, 则 由 (Q3) 知 , C UCa —e e Dial. 则 存在 拟 阵 (E, Dio) 中 
的 极 小 图 Cs e Diol 满足 Cs C C1UC2-e H Vx € C3,C3-2 ¢ Dil, 
Bl a ¢ o(D(C3)) H. Yz € Cs,a € o(D(Cs — z)), BL Cs € O3(a) E 
C3 C CiU C2 —e. 

(FAQ4) 假设 YA € 27 H va € o(L), 若 存在 Ci € O3(a) 使 
18 C € A, WA D(C1) < D(A), Ma € o(D(A)), BP A e Dhl. 
由 定理 1.24 中 (5) 知 , 对 任意 满足 ae o(b) 的 be o(1) 有 
A e DIU, 由 拟 阵 性 质 可 知 , FERRNA C; e D, C; CAR. 
Vz € C2, C2— Tz € DI, $X b g a(D(C2)) H Vz € Co, b € a(D(C2 — )). 
所 以 C; e O3(b), H C» CA. n 

定理 52.11. 设 E 为 非 空 有 限 集合 , 映射 @= : a(1) 一 20^ 
满足 条 件 (FAQ1)-(FAQ3) 及 (FAQ4). E. M 满足 条 件 (ALPHA), 
则 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Doo) 使 得 05... = O°. 

WEB] BUR Do. :25 一 M 如下: VA € 25， 

Des(A)=A{aea(l):vC € Q%(a) => CE A}. (5.2.6) 


要 想 证 明 (E, Doo) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 由 定理 2.1.6, 只 需 
要 证 明 


A € (Do-) 四 当 且 仅 当 YC € (a) > C £ A. 
4& (Den) 四 & aea(Doc(a)) 
e deall) HB acab) H VCE Ot) 3 CZA 
€ WE Q*(a) SCZ A. 


由 定理 3.1.3 可 知 , 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Doa). 
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下 证 Va € a(L), 9$. (a) = Q^(a). 


A€Q$,.(a) € ago(Do-(A) HVz € Aa € a(Dga(A — z)) 
€ At (Do) Hvz € A, A — z ¢ (Doa)! 


则 可 以 推 知 3C: e Q*(a) 使 得 C1 c A, 假设 Cs A, 则 存在 
z€ A-O, KC, C A- z, Vll] A-z € (Do«)l9 FA, 假设 不 成 立 ， 
所 以 有 Ci = A, HL A € O(a). o 
定理 5.2.12. 设 (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , M 满足 条 件 
(ALPHA), Q% 是 (E, D) 上 的 M- 模糊 化 a- 图 集 族 , 则 Dos = D. 
证 明 vA c27, 由 于 
a€o(Dog(A) € 3beo(L) 使 得 
acab) H VCE Q%(b) CgZA 
€ VCeQ?(a)2CcA 
e vC e2 WE agao) H 
Vz€eC,aeo(D(C—-2z) 2MCCA 
«€ aéa(D(A)). 


所 以 D(A) = Dos (A). u 
EN 5.2.13. 设 (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 称 映射 QB: 


P(M) ^ 20^ 为 (BE,D) 上 的 M- 模糊 化 P- 圈 集 族 . OF 定义 如 
下 : Va € P(M), 


QP (a) = {A € 2°: D(A) £a Hvz e AD(A- z) < a). (5.2.7) 


定理 5.2.14. Wt (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 且 映 射 Q5: 
P(M) ^ 205 是 (E,D) 上 的 M- 模糊 化 P- 圈 集 族 . 则 OF 满足 
以 下 性 质 . Va e P(M) 及 vA € 25, 


- 130 - 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


(FPQ1) 0 ¢ QP (a). 

(FPQ2) 如 果 C,,C; € Qla) E Cy € Co, 那么 C1 = Cs. 

(FPQ3) 如 果 C1, C; € QB(a), C1 # C; HFE e € CNC, B 
么 存在 Cs € QF (a) 使 得 C4 C (CU C3) - e. 

(FPQ4) Zi 3C; € OF (a) 使 得 C1 C A, MHD 3b € ela) B 
存在 C2 € Qb(b) 使 得 Co C A. 


WEB] (FPQ1) va e P(M), 由 DO) = 1 知 , DO) < a, K 
9 ¢ OF (a). 

(FPQ2) 设 C1,C; € Qb(a) HC, c Co, WA DC) £a H 
D(C2) £ a, FER Ci, C. e DO. 则 由 拟 阵 的 性 质 可 知 在 (E, Dia) 
中 存在 圈 C 使 得 C C CS Cs € DO), FO 7 Cs, WEE 
z€C;—C); A CC C; -ze DO. Bl 3r e C; (HB D(C, 2) £a 
5j C; € Qb(a) FB. 故 C1 = Cs. 

(FPQ3) i$ Ci,C2 € Q5(a), C A €, HEE ec CNC, F 
证 303 € OF (a) 使 得 C3 C Cu Cs - e. 

实际 上 我 们 只 需要 证 明 D(C, U Co — e) £ a. 由 式 (4.2.7) 知 ， 
C1, C3 € ple) E Vr € Ci, Cı —r g Do 及 Va € C35, Cs 一 2 £ D», 
则 C, 和 C 是 拟 阵 (E, DG) HT, 又 因为 C1 4 Co 上 且 存在 
eseCnca, 则 由 (Q3) 知 , CiU C9 -esDo. 则 存在 拟 阵 (已 D™) 
中 的 极 小 集 Cs e DO) 满足 Ca c Cu Ca -e 并 且 对 于 任意 的 
ze C3,C3 — x ¢ DO, B D(C3) £a H Yz € C4, D(C; — 2) € a, IX 
Cs € OF(a) H C4 C C1U Co - e. 

(FPQ4) 假设 v4 c 2° H va e P(M), 若 存在 C1 € OF (a) 使 
得 Ci € A, WA D(C) € D(A), BE D(A) £ a, Bl Ae D(2. 由 定理 
1.2.4 中 (6) 知 , 3b € ala) 有 A € DO, 由 拟 阵 性 质 可 知 , 存在 极 
小 圈 C; € DO, C2 C A BR Vx € Co, Ca —2 e DO, BM D(C) OA 
Va € C3, D(C2 — x) € b. 所 以 C; e Q5(b) H C; C A. 口 


~ 131- 


M- 模糊 化 拟 阵 的 公理 体系 初步 


定理 5.2.15. Vt 为 非 空 有 限 集合 , 映射 O^ : P(M) > 22°) 
满足 条 件 (FPQ1)-(FPQ3) 及 (FPQ4). 则 存在 一 个 M- 模糊 化 
WE (E, Dor) 使 得 OF, = 87. 
证 明 令 映 射 Dor :25 — M UNF: vA € 2%, 
Dor(A) = A (a € P(M):VC € Q (a) = C € A}. (5.2.8) 


要 想 证 明 (E, Dor) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , 由 定理 2.12, 只 需 
要 证 明 


A € (Dor) 中 当 且 仅 当 YC e QP (a) > CCA. 
Dog(A) <a € Vb€a(a),3c € P(M) 使 得 be a(c) 
Hvce Qc) »cgA 
€ VbEa(a), VC e Qo(b) > CZ A 
# vCeQ9?(a)- C£A H (FPQ4) 


由 定理 2.1.2 可 知 , 存在 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 (E, Dor). 
FE Va € P(M), OB ,, (a) = OP (0). 


Ac QP (a) e Dor (A) f aHvx € A, Dg» (A 一 x) <a 
e A€(Dgr)™ Avze A,A-z¢ (Dor) 


则 可 以 推 知 3C1 € OP (a) 使 得 Ci c A, 假设 C c A, 则 存在 
z€ A- OC, KO, € A- z, ll] A— x € (Dor) FA, 假设 不 成 
Z, 所 以 有 C1 = A TC A € OP (a). o 

定理 5.2.16. Ut (E, D) 是 一 个 M- 模糊 化 拟 阵 , @8 是 (E,D) 
上 的 M- 模糊 化 P- 图 集 族 , 则 Dog = D. 
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WB] vA e 25, 由 于 

D(A) = A (av D®(A)) 
a€P(M) 

Aíae P(M):Ag D) 
A (a € P(M) : VC € 25 
满足 D(C) £ a 和 vz € C, D(C — 2) «adi cg a} 
- A{ae P(M) : VC € QD(a) ,有 C&4} 
= Dor (A), 


从 而 证 明了 D(A) = Dog (A). B 
由 上 述 内 容 可 得 结论 : 任意 一 个 有 限 集合 马上 的 M- 模 
糊 化 拟 阵 都 存在 唯一 确定 的 M- 模糊 化 8- 圈 集 族 (或 M- 模 
With J- 图 集 族 , M- 模糊 化 a- 图 和 集 族 , M- 模糊 化 P- 图 集 族 ) 
与 之 对 应 , 它们 分 别 都 能 与 此 M- 模糊 化 拟 阵 相互 诱导 . 
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本 课题 的 未 来 可 行 性 工作 


在 本 文 的 基础 上 , 还 可 以 继续 以 下 问题 的 研究 . 

1. 文中 对 每 个 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 基本 概念 都 是 单独 
讨论 的 , 分 别 建立 了 这 些 基 本 概念 和 M- 模糊 化 拟 阵 之 间 的 
一 一 对 应 关系 , 关于 各 章 之 间 的 基本 概念 的 关系 没有 在 文中 
讨论 , 所 以 可 以 将 这 一 问题 留 作 以 后 进一步 讨论 研究 . 

2. 文中 所 给 出 的 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 基本 概念 为 进 一 
步 研究 M- 模糊 化 拟 阵 提 供 了 有 效 工 具 , 在 已 经 给 出 的 M- 模 
糊 化 闭 包 算 子 和 M- 模糊 化 闭 集 族 的 基础 上 可 以 讨论 M- 模 
糊 化 闭 集 格 结构 . 在 M- 模糊 化 基 集 族 的 基础 上 引入 M- 模糊 
化 支撑 集 理论 . 

3. 在 初步 确立 了 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 公理 体系 之 后 , 我 
们 可 以 进一步 引入 M- 模糊 化 拟 阵 理论 中 的 M- 模糊 化 幼 阵 
及 模糊 化 对 偶 拟 阵 , 不 断 地 丰富 M- 模糊 化 拟 阵 理论 . 

4. 文中 只 针对 史 教 授 所 提出 的 M- 模糊 化 拟 阵 理论 的 内 
部 结构 展开 讨论 , 所 以 还 可 以 在 范畴 论 基础 上 讨论 各 种 不 同 
的 模糊 拟 阵 之 间 的 关系 . 

5. 在 引入 这 些 M- 模糊 化 拟 阵 理论 中 的 基本 概念 基础 上 ， 
可 以 进一步 研究 M- 模糊 化 算法 , 为 模糊 优化 中 实际 问题 的 
解决 寻找 算法 工具 . 
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